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Zusammenfassung
Diese Arbeit widmet sich dem quasistatischen Fließverhalten koha¨siver, zeitverfesti-
gender granularer Materie. Ausgangspunkt bildet eine zeitabha¨ngige Adha¨sionskraft
zwischen Partikeln, die mit der charakteristischen Zeit tc gegen einen Sa¨ttigungswert
strebt. Grundlegende Aspekte des Fließverhaltens werden durch Parameterstudien in
einem 2D Modell mit biperiodischen Randbedingungen untersucht. Des Weiteren wird
das Fließverhalten von Kaliumchloridpulver in Simulationen mit der Diskrete-Elemente-
Methode modelliert.
Im Rahmen des zweidimensionalen Modells wird eine bisher unbekannte Eigenart quasi-
statischer Deformation mit biperiodischen Randbedingungen enthu¨llt: eine periodisch
auftretende Rotation des Systems, welche weder auf Reibung noch Adha¨sionskra¨fte
zuru¨ckzufu¨hren ist. Außerdem wird die Existenz einer charakteristischen Clustergro¨ße
und fraktalen Substruktur in gescherter koha¨siver granularer Materie gepru¨ft sowie
Fluktuationen der lokalen Scherrate analysiert. Durch Variation der Verfestigungszeit
wird gezeigt, dass der stationa¨re Zustand in den Grenzfa¨llen tc → 0 und tc → ∞
dem stationa¨ren Fließen eines koha¨siven, bzw. koha¨sionslosen Schu¨ttguts entspricht.
Beide Zusta¨nde zeigen bei biperiodischen Randbedingungen im zeitlichen Mittel ein
homogenes Deformationsfeld. Es werden weder stationa¨re Scherba¨nder, noch eine Rest-
verbackung bei verfestigten Proben beobachtet. Entspricht hingegen die charakteristi-
sche Verfestigungszeit der inversen Scherrate, lokalisiert die Scherung in stationa¨ren
Scherba¨ndern, deren Breite mit tc wa¨chst. Dieser Effekt sowie das Ausbleiben von
Scherlokalisierung in den beiden Grenzfa¨llen werden auf Basis des Prinzips minimaler
Energiedissipation begru¨ndet. Daru¨ber hinaus kann Kontraktanz beobachtet werden,
d.h. eine ho¨here Dichte in den Scherba¨ndern im Vergleich zur mittleren Dichte.
Die Modellierung von Kaliumchlorid inklusive Kalibrierung und Validierung offen-
bart weitere interessante Aspekte koha¨siver, zeitverfestigender granularer Materie. Die
Adha¨sionskraft von Kaliumchlorid gehorcht einer vergleichbaren Zeitabha¨ngigkeit. Im
Gegensatz zum 2D-Modell gibt es jedoch auch im unverfestigten Pulver eine attrak-
tive Wechselwirkung zwischen den Partikeln. Es wird ein Modell fu¨r die kritische Zu-
standslinie von unverfestigtem Kaliumchloridpulver vorgeschlagen auf Basis dessen eine
sukzessive Parameterkalibrierung mo¨glich ist. Obwohl die Partikel plastisch deformie-
ren, bedingt erfolgreiche Validierung eine lastunabha¨ngige Adha¨sionskraft im Fall kei-
ner Zeitverfestigung. Außerdem ko¨nnen in diesem Grenzfall stationa¨re Scherba¨nder im
Haufwerk beobachtet werden. Der stationa¨re Fließzustand verfestigter Proben scheint
hingegen nicht mehr durch die Zeitverfestigung beeinflusst zu werden.

Abstract
This thesis is devoted to quasistatic rheology of cohesive, time consolidating granular
matter. Utilizing interparticle adhesion forces which grow on a characteristic timescale
tc towards a saturation value, we perform plane shear simulations in two and three
dimension by means of the discrete element method. While basic phenomena are ex-
plored by a parameteric study with biperiodic boundary conditions in 2D, the 3D part
focuses on modelling a specific powder: potassium chloride (KCl).
Within the 2D study, a yet unreported phenomenon of quasistatic deformation with
biperiodic boundary conditions is revealed: a periodically occuring rotation of the
whole system, which is neither caused by adhesion, nor by frictional forces. Aside from
this rotation, we analyze characteristic clusters sizes, fractal substructures and velocity
fluctuations of the sheard cohesive bulk. By variing the consolidation time tc we show,
that the critical state in the limits tc → 0 and tc → ∞ is identical with the steady
state of a cohesive and non-cohesive bulk solid, respectively. Both states exhibit, aside
from fluctuations, a homogenous deformation field and no timeconsolidated (“caked”)
contacts. If tc is close to to the average contact time (∝ inverse shearrate) on the
contrary, stationary shearzones appear with a tc dependent width. This phenomenon,
together with the homogenous deformation in the limits tc → 0 and tc → ∞ can be
ascribed to the principle of least dissipation of energy. Furthermore the volume fraction
inside the shearzones exceed the mean volume fraction, hence we observe contraction
instead of dilation.
Modelling of potassium chlorides also covers calibration and validation of the proposed
contact model and reveals further aspects of the rheology of cohesive, time consolidat-
ing granular matter. While particle interaction obeys the same time dependency as
used in the 2D simulations, a adhesion force in the limit contact time  tc has to be
included as well. We propose a model for the critical state line (also know as termina-
tion locus) which enables a gradual calibration procedure. Even though KCl particles
deform plastically, successful validation demands a load-indepentend adhesion force in
the unconsolidated limit. Furthermore, due to the wall roughness, shear bands within
the bulk can be observed in this limit. As in the 2D simulations, the steady state of
consolidated KCl powders seems not to be affected by caked contacts as well.
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Symbolverzeichnis
In dieser Arbeit werden viele verschiedene Symbole zur Bezeichnung von Variablen,
Messgro¨ßen und Parametern benutzt. Dazu geho¨ren mikroskopische Parameter des
Kontaktmodells, wichtige dimensionslose Gro¨ßen und Felder der Kontinuumsmecha-
nik. Einige Felder werden mit unterschiedlichen Symbolen bezeichnet, um im Fall einer
inhomogenen Verteilung das lokale Feld vom Mittelwert u¨ber das gesamte System un-
terscheiden zu ko¨nnen (z.B. die lokale Scherrate Γ˙ und die angelegte Scherrate γ˙).
Wenige Symbole haben in unterschiedlichen Kapiteln eine andere Bedeutung (z.B. χ,
χ), wobei es im jeweiligen Kontext nicht zu Verwirrungen kommen sollte.
An Entwicklungskoeffizient n-ter Ordnung der Kontaktverteilung
Ac Fla¨che von Bereichen mit lokaler Scherrate Γ˙ > Var(Γ˙)
1/2
a` Norm der Entwicklungskoeffizient c`m der Kugelfla¨chenfunktionen Y`m
Aadh Effektive Fla¨che fu¨r die Adha¨sionskraft von KCl im unverbackenen Fall
Acem Effektive Fla¨che fu¨r die Adha¨sionskraft von KCl im verbackenen Fall
C Makroskopischer Koha¨sionsterm der Mohr-Coulomb-Theorie
C∗ Makroskopischer Koha¨sionsterm der kritischen Zustandslinie
Cab Korrelationsfunktion zwischen den Gro¨ßen a und b
d Partikeldurchmesser
di Durchmesser des Partikel i
D Raumdimension
df Fraktale Dimension
DK Dichte-Korrelationsfunktion
Fn Normalkraft zwischen Partikeln in Richtung n ij
Ft Tangentialkraft zwischen Partikeln
Fadh Adha¨sionskraft zwischen Partikeln
F
(max)
adh Maximale Adha¨sionskraft zwischen Partikeln bei Zeitverfestigung
G Plastisches Potential
G Viskosita¨tsmatrix
hp Plateauho¨he im SOS-Modell
I Inertialzahl
ix
Io Tra¨gheitsmoment eine Partikels
K Steifigkeitsmatrix
kn Normalsteifigkeit der Partikel
kt Tangentialsteifigkeit der Partikel
kr Steifigkeit der Rollreibungsfeder
Lx , Ly , Lz Abmessung des Systems
Leq Gleichgewichtskontaktla¨nge des SOS-Modells
Lel Charakteristische La¨nge der Kontaktfla¨che bei elastischer Entladung
Lpl Charakteristische La¨nge der Kontaktfla¨che beim plastischen Fließen
Lp Plateaula¨nge im SOS-Modell
M Lokaler Reibungskoeffizient
M Matrix der Massen und Tra¨gheitsmomente der Partikel
Mmin Minimaler Reibungskoeffizient im konstitutiven Gesetz
M
(gleit)
i Durch Gleitreibung verursachtes Drehmoment auf Partikel i
M
(roll)
i Durch Rollreibung verursachtes Drehmoment auf Partikel i
M
(tor)
i Durch Torsionsreibung verursachtes Drehmoment auf Partikel i
meff Reduzierte Masse der Partikel
N Partikelanzahl
Nc Anzahl der Kontakte
NR Anzahl der Rattler
N0 Anzahl Partikel ohne Kontakt
NW Anzahl der Partikel-Wand Kontakte
N Poissonzahl
n(X ) Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung der Gro¨ße X
n ij Kontaktnormalenvektor zwischen Partikel i und j
P Vorgegebene Normalspannung
r i Position des Partikel i
r ij Vektor r i − r j
reff Reduzierter Radius der Partikel (Kontaktkru¨mmung)
r ∗eff Um den U¨berlapp der Partikel korrigierter reduzierter Radius
Rmax Radius des gro¨ßten Wirbels
t Zeit
tc Charakteristische Verfestigungszeit eines Kontaktes
tk Kontaktzeit zwischen zwei Partikeln
tˆk Feld der Kontaktzeitfla¨chendichte
tKoll Dauer der zentralen Kollision zwischen zwei Partikeln
T Gesamte Scherdauer
Tαβ αβ-Komponente des Tra¨gheitstensors
x
vKoll Betrag der Kollisionsgeschwindigkeit zweier Partikel
W Dissipierte Energie
x50,3 Median der Partikelmassenverteilung
Y Fließkriterium
Y`m Kugelfla¨chenfunktion `, m
Z Koordinationszahl
Zmech Mechanische Koordinationszahl
αn Dimensionsloser Da¨mpfungskoeffizient γn/
√
kn meff
αt Dimensionsloser Da¨mpfungskoeffizient γt/
√
kt meff
Γ˙αβ αβ-Komponente der lokalen Scherrate
γ˙ Globale Scherrate
γn Da¨mpfungskoeffizient ∝ Viskosita¨t der Partikel
γr Da¨mpfungskoeffizient Rollreibungfeder
γt Da¨mpfungskoeffizient der Tangentialbewegung eines Partikelstoßes
ε˙αβ αβ-Komponente des Deformationsratentensors
ζ Tangentialverschiebung zweier Partikel in Kontakt
η Koha¨sionszahl
η(max) Maximale Koha¨sionszahl, d.h. Verha¨ltnis aus F
(max)
adh und P 〈d〉
λ Fließgesetzparameter
µ Coulomb-Reibungskoeffizient
µr Rollreibungskoeffizient
µtor Torsionsreibungkoeffizient
µmakro Makroskopischer Reibungskoeffizient
µ lin Innerer Reibungskoeffizient durch Linearisierung des Fließorts
µ cs Reibungskoeffizient der kritischen Zustandslinie
ν Packungsdichte
νmax Maximale Packungsdichte im konstitutiven Gesetz
ξ U¨berlapp der Partikel
ξpl Plastische Deformation der Partikel
ξmax Maximaler U¨berlapp der Partikel
ρ Dichte der Partikel (Feststoffdichte)
ρ˜ Dichte des Schu¨ttguts
σαβ αβ-Komponente des Spannungstensors
σ′αβ αβ-Komponente des spurlosen Spannungstensors
σ Hydrostatischer Druck
σ1, σ2, σ3 Eigenwerte des Spannungstensors
xi
σ1,pre Gro¨ßter Eigenwert des Spannungstensors nach Anscheren
σpre Normalspannung beim Anscheren einer Probe
σfail Normalspannung beim Abscheren einer Probe
σpl Plastische Fließgrenze des Feststoffs
σel Elastische Konstante des Feststoffs
σadh Charakteristische Spannung von KCl im unverbackenen Fall
σcem Charakteristische Spannung von KCl im verbackenen Fall
τ Schubspannung
τfail Maximales τ beim Abscherung einer Probe
τfail,0 Maximales τ beim Abscheren im adha¨sionsbestimmten Grenzfall
τfail,max Maximales τ beim Abscheren im zementierungsbestimmten Grenzfall
τrel Relaxationszeit des Haufwerks durch lineare Stabilita¨tsanalyse
ϕc Anisotropierichtung der Kontaktverteilung
Φ Coarse-graining-Funktion, hier Gauß-Funtion
χ Auslenkung der Rollreibungsfeder
χ Kalibrierungsparameter der effektiven Verbackungsfla¨che
ω Frequenz im Fourierraum
ωi Winkelgeschwindigkeit des Partikels i
Ω Zirkulation des normierten Geschwindigkeitsfeld
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KAPITEL 1
Einleitung
Die Physik granularer Materie offenbart eine Vielzahl an spannenden Effekten [1, 2]
und ist, obwohl es sich um ein mechanisches System handelt, la¨ngst nicht vollsta¨ndig
verstanden. Sand1 ist wahrscheinlich das prominenteste Beispiel und liefert einen Ein-
druck dieser Vielfa¨ltigkeit. Den meisten Menschen aus dem Urlaub am Meer oder in
Wu¨stenna¨he bekannt, liefert Sand, a¨hnlich wie ein Festko¨rper, festen Untergrund fu¨r
Freizeitaktivita¨ten. Im Gegensatz zu Festko¨rpern kann die Ausbreitung von Schallwel-
len in Sand jedoch extrem nicht-linear sein [4, 5]. Dies ist vor allem bei der Erkundung
von Untergrundgefahren oder der Erschließung von Erdo¨lbrunnen mittels seismischer
Tomographie zu beru¨cksichtigen [6, 7]. Fu¨gt man Sand etwas Wasser hinzu, wird er
durch Kapillarbru¨cken koha¨siv [8, 9] und la¨sst sich zu exotischen Sandburgen formen.
Ein anderes Extrem des mechanischen Verhaltens stellen Sanduhren dar: hier fließt
Sand, a¨hnlich einer Flu¨ssigkeit, von der oberen in die untere Ha¨lfte. Im Gegensatz zur
Sanduhr kann seine Fließfa¨higkeit aber auch katastrophale Folgen haben, wie z.B. bei
Erdrutschen [10]. Sand ist ein wichtiger Massenrohstoff fu¨r die Wirtschaft, wo dieser als
Beton weiterverarbeitet fu¨r Hoch- und Tiefbau eingesetzt werden kann. Nicht zuletzt
deshalb wurde Sand vom Berufsverband deutscher Geowissenschaftler als Gestein des
Jahres 2016 ausgezeichnet. Neben Sand werden auch andere Schu¨ttgu¨ter wie z.B. Koh-
le, Getreide und Pellets industriell transportiert, gelagert und weiterverarbeitet. Die
Untersuchung der Fließfa¨higkeit granularer Materie la¨sst sich somit schon durch wirt-
schaftliche Aspekte motivieren: wie stark kann oder muss ich das gelagerte Schu¨ttgut
belasten, bis es anfa¨ngt zu fließen? Wie groß muss die O¨ffnung des Silos sein um eine
Entleerung zu gewa¨hrleisten? Diese Fragen stellen nur Teilaspekte der zugrunde liegen-
den Problemstellung dar: Die Beziehung zwischen Deformation und Spannungszustand
eines Schu¨ttguts. Eine nicht triviale Aufgabe, wenn man bedenkt, dass es sich um ein
ungeordnetes System aus vielen Partikeln mit dissipativer Wechselwirkung handelt und
somit eine Dynamik fernab des Gleichgewichts. Zur Beschreibung des Flusses granularer
Materie mu¨ssen Impuls- und Massenerhaltung durch sog. konstitutive Gesetze erga¨nzt
werden [11]. Neben Experimenten und Kontinuumstheorien hat sich auch die Diskrete-
Elemente-Methode (kurz: DEM) als wichtiges Standbein der Forschung erwiesen [12].
1Sediment aus Mineralko¨rnern der Korngro¨ße 0.063− 2 mm [3]
1
Diese Arbeit widmet sich ausschließlich dem Grenzfall quasistatischer Deformation
(
”
Kriechen“), in welchem sich granulare Materie a¨hnlich wie ein Festko¨rper elastisch
und plastisch deformieren la¨sst. In diesem Grenzfall sind sowohl Spannung als auch
Dichte des Haufwerks unabha¨ngig von der Deformationsgeschwindigkeit [11]. Daru¨ber
hinaus fu¨hrt die Korrelation der Partikelbewegung innerhalb des Haufwerks zu hete-
rogener Scherung. Die Deformation lokalisiert in Scherzonen bzw. Scherba¨ndern, deren
Breite von den benutzten Randbedingungen des Scherexperiments abha¨ngt [13–15].
Zur Entwicklung konstitutiver Gesetze, welche alle diese Scherexperimente beschrei-
ben, stu¨tzen sich DEM-Simulationen auf den homogenen Fluss repra¨sentativer Volu-
menelemente. Ein homogenes Deformationsfeld kann dem System dabei durch Scherung
mit periodischen Randbedingungen (sog. Lees-Edwards-Randbedingungen [16]) aufge-
pra¨gt werden. Ob Lees-Edwards-Randbedingungen im quasistatischen Regime wirklich
ein homoges Deformationsfeld erzeugen und welche Eigenarten bei dieser Methode zu
beachten sind, wird in Kap. 4 untersucht.
Besteht das Schu¨ttgut aus Partikeln mit Durchmesser im Mikrometerbereich, sind Ad-
ha¨sionskra¨fte zwischen den Partikeln zu beru¨cksichtigen. Diese attraktive Partikelwech-
selwirkung beeinflusst sowohl die Struktur als auch das Fließverhalten granularer Ma-
terie [17]. Das Haufwerk wird poro¨ser [18] und kann selbst ohne a¨ußere Belastung
agglomerieren und als Kollektiv agieren [19]. Ob sich im quasistatischen Grenzfall ei-
ne charakteristische, adha¨sionskraftbedingte Clustergro¨ße u¨berhaupt von der System-
gro¨ße (Gro¨ße des
”
Festko¨rpers“) unterscheiden la¨sst, soll in Kap. 4.5 untersucht werden.
Spannend wird es bei Partikelgro¨ßen im Nanometerbereich (sog. Feinstaub). Das große
Verha¨ltnis aus Oberfla¨che zu Volumen fu¨hrt zu einer gesteigerten Reaktivita¨t der Par-
tikel. Im Gegensatz zu Sand ist unklar, ob die Wechselwirkung von Nanopartikeln noch
mit Hilfe der Kontinuumsmechanik beschrieben werden kann [20, 21]. Nanopartikel ag-
gregieren in teilweise fraktalen Clustern [22], die das mechanische Verhalten des Hauf-
werks beeinflussen [23, 24]. Entscheidet allein der Pra¨parationsvorgang u¨ber die fraktale
Dimension der Cluster? Gegenteiliges zeigten Schwager et al. [25] mit einem Bottom-
to-Top-Restructuring-Modell [26], in dem zyklische Beanspruchung eines Nanopulvers
zu einer pra¨parationsunabha¨ngigen fraktalen Substruktur fu¨hrt. In dieser Arbeit wird
ein geometrischer Algorithmus zur Erzeugung von Haufwerken mit fraktaler Substruk-
tur verwendet (Kap. 3). Ob diese fraktale Substruktur unter mechanischer Belastung
erhalten bleibt, oder sich eine andere, mo¨glicherweise auch fraktale Substruktur bildet,
soll in Kap. 4.5 untersucht werden.
Hochporo¨se, fraktale Strukturen ko¨nnen z.B. durch Flammenspru¨hpyrolyse erzeugt
werden und finden in der Sensortechnik Anwendung [27]. Die mechanische Stabilita¨t
solcher Strukturen kann durch Lagerung unter erho¨hter Temperatur (≈ 1/2 − 2/3
der Schmelztemperatur) erho¨ht werden. Bei diesem, als Sintern bezeichneten, Prozess
wachsen Feststoffbru¨cken zwischen den Partikeln. Sintern stellt einen Mechanismus der
Zeitverfestigung dar. Im Allgemeinen verlieren die Partikel bei Sintervorga¨ngen jedoch
ihre Identita¨t und verschmelzen vollsta¨ndig [28], sodass eine Modellierung durch ein
Ensemble von Kugeln nur fu¨r Fru¨hstadien des Sintern geeignet ist [29, 30]. Des Weite-
ren verursacht Sintern eine Restrukturierung des Haufwerks [31, 32]. In dieser Arbeit
sollen Sinterprozesse deshalb nicht direkt beru¨cksichtigt werden, auch wenn die Begriffe
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”
verbacken“ und
”
zementiert“ synonym fu¨r zeitverfestigt verwendet werden.
Neben Sintern gibt es eine Vielzahl von Mechanismen, die Zeitverfestigung granula-
rer Materie verursachen [29]. Zucker ist ein beru¨hmtes Beispiel aus dem Alltag: Tro-
ckener, grober Zucker ist freifließend. Lagert man Zucker jedoch in feuchter Umge-
bung, verbackt das Material und es entstehen Klumpen. Die Feuchtigkeit fu¨hrt zu
Flu¨ssigkeitsbru¨cken zwischen den Partikeln, in welchen sich Zucker lo¨st und bei U¨b-
ersa¨ttigung wieder zwischen den Partikeln auskristallisiert [33]. Auch amorphe, was-
serlo¨sliche Feststoffe ko¨nnen so verbacken [34]. Außerdem ko¨nnen biologische und che-
mische Prozesse eine Haftkraftversta¨rkung verursachen [35], wie z.B. Oxidation bei Le-
bensmitteln oder die Umwandlung organischer Substanzen durch Mikroorganismen [36].
Sa¨mtliche Verfestigungsmechanismen fu¨hren zu großen Problemen bei der Verarbeitung
von Schu¨ttgu¨tern [37] und sind deshalb fu¨r die Verfahrenstechnik relevant [38]. Ein wei-
teres Fachgebiet, in dem Zeitverfestigung untersucht wird, ist die Bodenmechanik. In
Bo¨den fu¨hrt die Ausfa¨llung von Mineralien an Kontaktstellen zwischen Partikeln zu
einer Haftkraftversta¨rkung. Dieser auch als Zementierung bekannte Prozess ist essen-
tieller Bestandteil der Diagenese [39]. Zementierter Sand ist z.B. weit verbreitet in der
kalifornischen Ku¨stenregion und die Erforschung des mechanischen Verhaltens somit
relevant fu¨r den urbanen Ausbau [40].
In dieser Arbeit wird das Fließverhalten zeitverfestigender granularer Materie unter-
sucht. Dabei bilden sich Adha¨sionskra¨fte in einer charakteristischen Zeit tc. Ist tc klein
im Vergleich zur Kontaktzeit tk der Partikel, sollte sich die Kontaktmechanik nicht
von der rein adha¨siver Partikel ohne Zeitverfestigung unterscheiden. Dies definiert den
adha¨sionsbestimmten Grenzfall. Im anderen Grenzfall (tc  tk) ist die Entstehung von
Adha¨sionskra¨ften wa¨hrend der Kontaktzeit vernachla¨ssigbar. Adha¨sionskra¨fte ko¨nnen
lediglich durch gezielte Probenpra¨paration (
”
Zementierung“) geschaffen werden. Man
spricht vom zementierungsbestimmten Grenzfall. Als Arbeitshypothese soll u¨berpru¨ft
werden, ob sich anhand dieser charakteristischen Verfestigungszeit koha¨sive Schu¨ttgu¨ter
in diese Grenzfa¨lle kategorisieren lassen. Dies betrifft das Fließverhalten wie folgt:
Wa¨hrend im adha¨sionsbestimmten Grenzfall keine Scherzone ausgezeichnet sein sollte,
ko¨nnte beim Bruch zementierter Proben der initiale Riss zur weiteren Scherdeformation
verwendet werden. Außerdem ermo¨glicht die planare Scherung mit periodischen Rand-
bedingungen in Scherrichtung große Scherdeformationen und damit die Untersuchung
des diskutierten stationa¨ren Zustands zementierter Proben [41–44]. In Kap. 4 werden
diese Fragen mit einem 2D-Modell und Lees-Edwards-Randbedingungen unabha¨ngig
von einem Wandeinfluss [45, 46] untersucht. Kap. 5 widmet sich hingegen der Modellie-
rung eines realen zeitverfestigenden Schu¨ttguts in DEM Simulationen: Kaliumchlorid.
Hier werden Wa¨nde mit Mitnehmern zur Scherung verwendet, sodass die Ergebnisse
eine wichtige Erga¨nzung zur U¨berpru¨fung der Arbeitshypothese darstellen.
3

KAPITEL 2
Grundlagen
2.1. Kontinuumsbeschreibung
Die riesige Partikelanzahl und teilweise sehr komplexe Partikel-Partikel Wechselwir-
kung verhindern eine Beschreibung des Schu¨ttguts durch eine analytische Lo¨sung al-
ler Bewegungsgleichungen. Die Kenntnis aller Partikeltrajektorien ist jedoch auch gar
nicht notwendig um praktische Fragestellungen zum Verhalten des Schu¨ttguts zu be-
antworten (z.B. unter welcher Last das Schu¨ttgut anfa¨ngt zu fließen?). Die theoretische
Beschreibung des mechanischen Verhaltens stu¨tzt sich deshalb i.d.R. auf Kontinuums-
theorien. In Analogie zu einer Flu¨ssigkeit oder einem Festko¨rper wird das Ensemble
aus Partikeln als Kontinuum behandelt. Zentrale Variablen dieser Beschreibung sind
die ortsabha¨ngigen Felder Dichte ρ˜(r), Geschwindigkeit v(r) und Spannung σαβ(r).
Letztere ist ein Tensor, welcher den Impulsfluss durch Fla¨chen quantifiziert, um eine
ko¨rperunspezifische Kraft auszudru¨cken. Da in dieser Arbeit die Beschreibung granu-
larer Materie durch die Diskrete-Elemente-Methode im Fokus steht, soll in diesem Ab-
schnitt lediglich das grundlegende Problem der planaren Scherung granularer Materie
formuliert sowie Grundzu¨ge der Plastizita¨tstheorie vorgestellt werden. Letztere dient als
Basis zur Beschreibung quasistatischer Deformation. Anstatt detailliert elastoplastische
Kontinuumsmodelle einzufu¨hren, sollen dabei prima¨r Begriﬄichkeiten gekla¨rt werden.
2.1.1. Planare Scherung
Impuls- und Massenerhaltung stellen die grundlegenden physikalischen Gesetze zur Be-
schreibung des Flusses granularer Materie dar. Die A¨nderung der Impulsdichte ist dabei,
unter Ausschluss von Volumenkra¨ften (wie z.B. Gravitation), durch die Divergenz des
Spannungstensors gegeben:
ρ˜
(
∂
∂t
v + (v · ∇) v
)
= −∇σ , (2.1)
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wobei diese Arbeit der Konvention positiver Kompressionsspannungen folgt und die
Ortsabha¨ngigkeit der Felder zur besseren U¨bersichtlichtkeit weggelassen wurde. Mas-
senerhalt la¨sst sich durch die Kontinuita¨tsgleichung
d ρ˜
dt
+∇(ρ˜ v) = 0 (2.2)
darstellen. In dieser Arbeit betrachten wir den Spezialfall planarer Scherung, d.h. einen
Geschwindigkeitsgradienten in y-Richtung, und fordern deshalb Translationsinvarianz
in Scherrichtung (x ) sowie senkrecht zur Scherebene (z ). Mit dem Ansatz v = vx (y) ex
reduziert sich Gl. (2.1) zu
ρ˜
∂
∂t
vx = − ∂
∂y
σxy (2.3)
sowie ∂y σyy = 0 und ∂y σzy = 0. Aufgrund der konstanten Normallast P ≡ σyy bietet
sich der U¨bergang zum dimensionslosen Reibungskoeffizienten M = −σxy/P an. Au-
ßerdem kann bei bekannter Feststoffdichte ρ die Porosita¨t bzw. Packungsdichte ν = ρ˜/ρ
des Schu¨ttguts betrachtet werden. Zusammen mit dem Partikeldurchmesser d bilden ρ
und P eine mo¨gliche Basis fu¨r natu¨rliche Einheiten. Im Gegensatz zu rein elastischen
Ko¨rpern gibt es bei der Deformation granularer Materie keine eindeutige Beziehung
zwischen Spannung und Verzerrung, sodass zur Beschreibung i.d.R. Deformationsra-
ten, definiert durch
ε˙αβ =
1
2
(
∂vα
∂xβ
+
∂vβ
∂xα
)
, (2.4)
verwendet werden. Deshalb wird im Folgenden statt des Geschwindigkeitsfeldes, dessen
Gradient betrachtet. Fu¨r die planare Scherung ist die Scherrate Γ˙ = ∂yvx relevant,
sodass Gl. (2.3) in natu¨rlichen Einheiten als
ν
∂
∂t
Γ˙ =
∂2
∂y2
M (2.5)
dargestellt werden kann. Dennoch reichen Impuls- und Massenerhalt nicht aus, um
das System vollsta¨ndig zu beschreiben. Diese Lu¨cke muss durch konstitutive Geset-
ze geschlossen werden. Dabei unterscheidet man abha¨ngig von der Scherrate mehrere
Regime. Eine dimensionslose Gro¨ße zur Quantifizierung des Fließzustandes stellt die
Tra¨gheitszahl [15]
I = Γ˙
√
m dD−2
P
(2.6)
dar, wobei m die Partikelmasse, d den Partikeldurchmesser und D die Raumdimension
bezeichnet. Die Zeitskala
√
m dD−2/P kann als charakteristische Zeit der Bewegung
eines Partikels unter Einwirkung von Druck P interpretiert werden. Gelegentlich wird
anstatt I dessen Quadrat (Savage Zahl [47]), d.h. das Verha¨ltnis aus Kollisionsdruck
und Normaldruck P , zur Quantifizierung des Scherregimes benutzt [48, 11]. Im Regime
großer Γ˙ und kleiner Normallast P (I  1) verha¨lt sich das Haufwerk gasa¨hnlich. Es
stellt sich eine geringe Dichte ein und bina¨re Kollisionen dominieren das Fließverhal-
ten. Dieses Regime la¨sst sich mit Hilfe der kinetischen Theorie [49, 50] beschreiben.
Im Grenzfall I → 0, d.h. bei großen Spannungen und geringeren Deformationsge-
schwindigkeiten, ist das Haufwerk dicht gepackt. Die Partikel bilden ein langlebiges,
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langreichweitig korrelliertes [51, 52], extrem dissipatives Kontaktnetzwerk mit hetero-
gener Kraftverteilung [53, 54]. Hier agiert das Haufwerk eher als Festko¨rper und la¨sst
sich sowohl elastisch als auch plastisch deformieren. Der U¨bergang zum Festko¨rper,
d.h. das U¨berschreiten der Dichte, ab welcher das Haufwerk ein endliches Schubmodul
besitzt, wird auch als Jamming-U¨bergang bezeichnet [55]. Fu¨r dieses Regime ko¨nnen
konstitutive Gesetze auf Basis der Plastizita¨tstheorie abgeleitet werden (siehe na¨chster
Abschnitt). Da in Experimenten beide Regime, ra¨umlich voneinander getrennt, gleich-
zeitig auftreten ko¨nnen, liegt eine große Herausforderung in der korrekten Beschreibung
des U¨bergangs [56]. In diesem U¨bergangsregime fließt granulare Materie a¨hnlich wie ei-
ne Flu¨ssigkeit mit scherratenabha¨ngiger Viskosita¨t [57], man spricht vom Regime des
dichten Flusses. Auch wenn in den letzten Dekaden große Anstrengungen unternommen
worden sind, den dichten Fluss granularer Materie theoretisch zu beschreiben [58–60],
blieb eine mikroskopisch begru¨ndete Theorie aus. Beihilfe schaffen empirische Ergeb-
nisse, die mit Hilfe von Experimenten und numerischen Studien systematisch gewon-
nen werden [61]. Von großer Bedeutung ist hier die numerische Studie von Da Cruz
et al. [62], welche die planare, homogene Scherung eines repra¨sentativen Volumenele-
ments unter Variation der Scherrate thematisiert. Interpretiert man die Ergebnisse im
Rahmen eine lokalen Rheolgie, gilt
M(I ) = Mmin + b I , (2.7)
ν(I ) = νmax − c I , (2.8)
wobei Mmin, νmax, b und c materialspezifische Konstanten darstellen. Gl. (2.8) be-
schreibt eine weitere Besonderheit granularer Materie: Dilatanz. Erstmals von Reynolds
1885 bemerkt, vergro¨ßern Schu¨ttgu¨ter unter Scherdeformation ihr Volumen [63]. Die
Packungsdichte im Regime dichten Flusses ha¨ngt jedoch nur schwach von I ab (c ≈ 0.3
im Vergleich zu b ≈ 1.1 [62]). Mit Einschra¨nkungen haben andere Studien diese kon-
stitutiven Gesetze besta¨tigt [64–67], auch wenn es fu¨r das Regime I & 1 Korrektur-
vorschla¨ge gibt [68, 69]. Wie bereits die franzo¨sische Forschergruppe Groupement De
Recherche Milieux Divise´s anmerkte, kann eine lokale Rheologie nicht alle Experimente
korrekt beschreiben [15]. Aufgrund der zunehmenden Korrelation in der Bewegung von
Partikeln sei vielmehr eine nicht-lokale Rheologie notwendig.
2.1.2. Quasistatischer Fluss, Plastizita¨tstheorie
Diese Arbeit behandelt die quasistatische Deformation granularer Materie (I → 0 ). In
diesem Regime sind M und ν scherratenunabha¨ngige Materialeigenschaften, wie sich
in Experimenten [70, 71] und Simulationen [72, 15] herausstellt hat. Das Schu¨ttgut
ist verkeilt (engl. jammed) und verformt sich fu¨r kleine Verzerrungen na¨herungsweise
rein elastisch bis zu einer Fließgrenze, ab welcher plastische Deformation einsetzt. Fu¨r
große Verzerrungen la¨sst sich der elastische Anteil vernachla¨ssigen. Im Folgenden be-
trachten wir das Schu¨ttgut zuna¨chst als einen homogenen, rein plastischen Ko¨rper, auch
wenn im Gegensatz zur klassischen Plastizita¨tstheorie die Packungsdichte kein Para-
meter, sondern variabel ist [73]. Die Plastizita¨tstheorie stellt ein Fließkriterium und
das Fließgesetz als konstitutive Gesetze. Das Fließkriterium Y ist i.A. eine Funktion
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der Komponenten des Spannungstensors σαβ sowie der Packungsdichte ν und definiert
durch Y(σαβ, ν) = 0 die kritische Spannung, ab welcher das Material anfa¨ngt zu fließen.
Im Bilde der planaren Scherung definiert das Fließkriterium die notwendige Schubspan-
nung τ , welche, bei vorgegebener Kompressionsspannung σ und Packungsdichte ν, zur
Deformation des Materials aufgebracht werden muss.
Abbildung 2.1.: Skizze des Zustandsdiagramm nach Roscoe in Anlehnung an [73]. Der
Zustand wird definiert durch Kompressionsspannung σ, Schubspannung τ und Packungsdichte
ν, hier aufgetragen als Porenzahl 1/ν−1. Dargestellt sind die kritische Zustandslinie (rot), der
Zusammenhang zwischen Zugfestigkeit und Porenzahl (blaue Linie), die Konsolidierungslinie
(gelb) sowie die Fließfla¨che (blaue Fla¨che) und die Konsolidierungsfla¨che (gelb).
Abb. 2.1 skizziert das dreidimensionale Zustandsdiagramm nach Roscoe, in welchem
alle mo¨glichen Zusta¨nde unterhalb der Vereinigung aus Fließfla¨che (blau) und Konso-
lidierungsfla¨che (gelb) liegen. Die Schnittlinie dieser beiden Fla¨chen bildet die kritische
Zustandslinie (rot). Die Bedeutung dieser Fla¨chen soll anhand eines Beispiels erkla¨rt
werden. Wir betrachten die Scherung einer Probe mit anfa¨nglicher Packungsdichte ν0
unter fester Kompressionsspannung σ0 durch Anlegen einer konstanten Scherrate. Da-
bei sei zuna¨chst τ = 0. Die Schubspannung erho¨ht sich mit ν = ν0 und σ = σ0 (par-
allel zur τ -Achse) solange, bis eine der beiden Fla¨chen erreicht wird. Liegt der Punkt
(σ0, ν0) unterhalb der Fließfla¨che (blau gestrichelte Kurve), durchla¨uft die Schubspan-
nungsmessung ein Maximum τfail. Das Maximum entspricht der Schubspannung die
zur plastischen Deformation der Probe (σ0, ν0) aufgebracht werden muss. Anschließend
nimmt die Schubspannung bei steigendem Volumen und σ = σ0 entlang der Fließfla¨che
ab bis die kritische Zustandslinie (rot) erreicht ist. Man spricht von Dilatanz einer
”
u¨berverfestigten“ Probe. Ist hingegen der Pra¨parationspunkt unterhalb der Konso-
lidierungsfla¨che, handelt es sich um eine
”
unterverfestigte“ Probe (gelb gestrichelte
Kurve). Sobald die Konsolidierungsfla¨che erreicht wird, erho¨ht sich die Schubspan-
nung bei zunehmender Packungsdichte und σ = σ0 entlang der Konsolidierungsfla¨che
bis die kritische Zustandslinie erreicht ist. Im kritischen Zustand wird das Schu¨ttgut
ohne Volumenzu- oder abnahme geschert, a¨hnlich einer inkompressiblen Flu¨ssigkeit.
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Dieser Zustand definiert fu¨r gegebene Normalspannung σpre eine spezifische Packungs-
dichte und Schubspannung und dient in typischen Scherexperimenten als Referenzzu-
stand [74, 75]. An dieser Stelle sei angemerkt, dass auch bisher unbeachtete Struk-
turvariablen (Koordinationszahl und Kontaktanisotropie) im kritischen Zustand einen
eindeutigen Wert annehmen [76]. Die Pra¨paration dieses Referenzzustand wird als
”
An-
scheren“ einer Probe bezeichnet. Die Fließfla¨che wird anschließend abgetastet, indem
die Probe im Referenzzustand durch Verringerung der Normalspannung auf σfail < σpre
entlastet wird und die maximale Schubspannung τfail(σfail, σpre) der nun u¨berverfestigten
Probe bestimmt wird. Diese Prozedur wird als
”
Abscheren“ bezeichnet und kann fu¨r
beliebige σfail < σpre, nach erneutem Anscheren, wiederholt werden. Die Beziehung
τfail(σfail, σpre) wird als Fließort bezeichnet und dient der Bestimmung der Druckfestig-
keit eines Schu¨ttguts [75] (schwarze Kurve in Abb. 2.1). In der Mohr-Coulomb-Theorie
wird dieser Zusammenhang linearisiert, d.h. der Fließort durch
τfail(σfail, σpre) = µ lin σfail + C(ν(σpre)) (2.9)
dargestellt. A¨hnlich der Gleitreibung zwischen zwei Ko¨rpern wird die beno¨tigte Schub-
spannung durch einen sog. inneren Reibungskoeffizienten µ lin und einen pra¨parations-
abha¨ngigen (makroskopischen) Koha¨sionsterm C(ν(σpre)) charakterisiert. Wa¨hrend bei
planarer Scherung die Schubspannung durch −σxy und die Kompressionsspannung
durch σyy gegeben ist, sollte ein Fließkriterium geometrieunabha¨ngig gelten. Zur all-
gemeinen Beschreibung nutzt man bei der Formulierung eines Fließkriteriums deshalb
die Invarianten des Spannungstensors. Drucker und Prager [77] verallgemeinerten die
Mohr-Coulomb-Theorie durch Definition des Fließkriteriums
Y = τ + a σ − k , (2.10)
mit Konstanten a und k sowie dem hydrostatischen Druck
σ =
1
3
(σ1 + σ2 + σ3) , (2.11)
welcher dem arithmetischen Mittel der Eigenwerte des Spannungstensors σ1, σ2 und σ3
entspricht. Dabei ist k eine Art Koha¨sionsterm welcher von der Pra¨paration abha¨ngt.
Die Schubspannung wird mit Hilfe einer Norm des deviatorischen Anteils des Span-
nungstensors σ′αβ = σαβ − σδαβ durch
τ =
√
1
2
σ′αβσ
′
αβ (2.12)
definiert, wobei u¨ber doppelt auftretende Indizes summiert wird. Gleichung (2.10) ist
eins von vielen Fließkriterien, welche die Literatur offeriert (siehe dazu Kapitel 5 in [11]).
Das Lade-Duncan-Fließkriterium [78]
Y = (3σ)3 − f (ν) (σ1 · σ2 · σ3) (2.13)
sei an dieser Stelle als Beispiel fu¨r ein erfolgreiches Fließkriterium zur Beschreibung
koha¨sionsloser granularer Materie erwa¨hnt [79]. Oft werden Fließkriterien auch im
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Raum der Hauptspannungen (σ1, σ2, σ3) dargestellt [11]. In einer solchen Darstellung
ist die Kompressionsspannung fu¨r einen beliebigen Punkt A = (σ1A, σ2A, σ1A) propor-
tional zur Projektion des Vektors OA auf die Raumdiagonale, wa¨hrend der Abstand zur
Raumdiagonalen der Schubspannung entspricht (siehe Abb. 2.2). Alle drei erwa¨hnten
Fließkriterien (Gl. (2.9), (2.10) und (2.13)) sind Beispiele fu¨r offene Fließfla¨chen, d.h.
modellieren lediglich die Fließfla¨che bzw. den Fließort und nicht die Konsolidierungs-
fla¨che.
Abbildung 2.2.: Skizze zum Raum der Hauptspannungen.
Das zweite konstitutive Gesetz verbindet den Deformationsratentensor mit dem Span-
nungstensor und wird als Fließgesetz bezeichnet. Es kann gezeigt werden, dass sich der
plastische Anteil des Deformationsratentensors stets aus einem plastischen Potential G
ableiten la¨sst [80]:
ε˙
(pl)
αβ = λ
∂G
∂σαβ
, (2.14)
wobei λ im Gegensatz zum konstitutiven Gesetz inkompressibler Flu¨ssigkeiten keinen
Materialparameter darstellt (siehe S. 84 ff. in [11]). Assoziiert man G mit dem Fließ-
kriterium Y , spricht man von einem assoziierten Fließgesetz. Nach Drucker und Prager
ergibt sich durch Einsetzten von Gl. (2.10) in Gl. (2.14)
ε˙
(pl)
αβ = λ
(
σ′αβ
2 τ
+
a
3
δαβ
)
. (2.15)
Zur Interpretation dieser Gleichung betrachten wir die planare Scherung (v = v(y) ex
⇒ ε˙xy = Γ˙/2) eines isotropen Materials (σxx = σyy = σzz ). Aus ε˙αz = 0 folgt σαz = 0
sowie durch τ = |σxy |, dass λ = −Γ˙ gilt. Mit der Identifizierung a ≡ −µ lin, reduziert sich
das Fließkriterium nach Drucker und Prager in diesem Fall auf das Mohr-Coulomb’sche.
Ferner beinhaltet Gl. (2.15) durch
ε˙
(pl)
V = ε˙
(pl)
xx + ε˙
(pl)
yy + ε˙
(pl)
zz = λ a = Γ˙µ lin (2.16)
das Prinzip der Dilatanz. Es zeigt sich jedoch experimentell, dass ε˙
(pl)
V /Γ˙ < µlin [80].
Die Identifizierung des plastischen Potentials mit der Fließfunktion ist also i.A. nicht
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mo¨glich und ein nicht-assoziiertes Fließgesetz muss verwendet werden. Meist wird statt
a bzw. µ lin ein weiterer Parameter zur Beschreibung der Dilatanz eingefu¨hrt.
In diesem Kontext wird gelegentlich auch die Verletzung des Prinzip der Norma-
lita¨t erwa¨hnt. Fu¨r isotrope Materialien kann gezeigt werden, dass die Hauptachsen
des Spannungs- und Deformationsratentensors parallel sind (sog. Koaxialita¨ts-Beding-
ung [11]). In diesem Fall ist es mo¨glich, den Vektor (ε˙
(pl)
V , Γ˙), welcher den aktuellen
Deformationsratentensor beschreibt, in die στ -Ebene des Zustandsdiagramm einzu-
zeichnen. Die Verwendung eines assoziiertes Fließgesetz bedingt, dass (ε˙
(pl)
V , Γ˙) stets
senkrecht auf dem Fließort steht. Dies ist i.A. fu¨r Schu¨ttgu¨ter nicht gegeben [73].
Des Weiteren fu¨hrt die elastische Entspannung einer Probe zwischen An- und Absche-
ren zu einer Abnahme der Packungsdichte, sodass die gemessenen Fließorte lediglich
die Projektionen einer Linie im dreidimensionalen τσν-Raum auf die τσ-Ebene dar-
stellen [73]. Im Allgemeinen mu¨ssen konstitutive Gesetze auch den elastischen Anteil
der Deformation beru¨cksichtigen. Im Sinne von Prandtl und Reuss wird die Deforma-
tionsrate als Summe eines elastischen und plastischen Anteils geschrieben [11]. Dabei
verbinden die elastischen Konstanten den Spannungstensor mit dem elastischen Anteil
des Deformationsratentensors. Der plastische Anteil kann, wie oben beschrieben, aus
einem, dem Fließkriterium a¨hnlichen, plastischen Potential abgeleitet werden.
Unter Verwendung eines nicht-assoziierten Fließgesetz zeigten Rudnicki und Rice [81],
dass Scherba¨nder als Resultat einer Instabilita¨t der Beschreibung homogener Deforma-
tion gedeutet werden ko¨nnen. Vor allem u¨berkonsolidierte Proben bevorzugen Scher-
zonen zur Deformation [80]. Die Theorie ist allerdings nicht in der Lage die Breite
von Scherba¨ndern korrekt vorherzusagen. Verschiedene heuristische Ansa¨tze versuchen
diese zusa¨tzliche La¨ngenskala (Scherbandbreite) in eine Kontinuumstheorie zu integrie-
ren, wie z.B. die Cosserat-Theorie. In der klassischen Plastizita¨tstheorie ist der Dre-
himpuls implizit durch die Symmetrie des Spannungstensors erhalten. Keine externen
Drehmomente wirken. Reibungskra¨fte sind jedoch von Natur aus dezentral und ko¨nnen
einen asymmetrischen Spannungstensor verursachen. Dies wird bei der Modellierung
granularer Materie durch ein Cosserat Kontinuum beru¨cksichtigt [48]. Hier wird der
Drall der Partikel (engl. particle spin) als zusa¨tzliche kinetische Variable eingefu¨hrt
und der Drehimpulserhalt durch eine gekoppelte Spannung (engl. couple stress) si-
chergestellt. Dieser couple stress wird mit Hilfe eines La¨ngenparameters, welcher die
Breite der Scherba¨nder beeinflusst [82, 83], bei der Formulierung des Fließkriteriums
beru¨cksichtigt.
2.2. Diskrete-Elemente-Methode
Durch die fortwa¨hrende Leistungssteigerung von Computern ist es in den letzten De-
kaden mo¨glich geworden, die Bewegungsgleichungen aller Partikel im Haufwerk nu-
merisch zu lo¨sen. Dabei steigt der Rechenaufwand mit der Partikelanzahl. Wa¨hrend
anfangs wenige Partikel simuliert wurden, ko¨nnen mittlerweile sogar Partikelanzahlen
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kleinskaliger Experimente realisiert werden [84]. Die Beschreibung des Schu¨ttguts durch
ein Ensemble diskreter Elemente (Diskrete-Elemente-Methode) hat sich so neben der
Kontinuumsbeschreibung und Experimenten zu einem weiteren Stu¨tzpfeiler der For-
schung an granularer Materie entwickelt. Es konnten konstitutive Gesetze vorgeschla-
gen [15], systematisch der Einfluss mikroskopischer Parameter auf das makroskopische
Verhalten [85] sowie experimentell schwer zuga¨ngliche Problemstellungen untersucht
werden [19]. Dabei eignen sich abha¨ngig vom betrachteten Regime (I  1 oder I  1)
verschiedene Varianten der DEM unterschiedlich gut. Im Regime I  1 verha¨lt sich
das Ensemble aus Partikeln gasa¨hnlich. Partikel fliegen auf geraden Bahnen bis sie
durch eine Kollision (
”
Ereignis“) ihre Richtung a¨ndern. In diesem Regime eignet sich
die ereignisgesteuerte Molekulardynamik (engl. Event-driven Molecular Dynamics) zur
Beschreibung besonders gut [86]. Im Grenzfall quasistatischer Deformation sind die
Partikel dauerhaft in Kontakt. Hier erweist sich die Kontaktdynamik-Methode [87] als
besonders geeignet, welche fu¨r perfekt starre Partikel unter Verwendung eines Volu-
menausschlusskriteriums das Kraftnetzwerk iterativ berechnet.
ri
r j
rij
Abbildung 2.3.: Skizze zweier Partikel in Kontakt.
In dieser Arbeit betrachten wir kreis- bzw. kugelfo¨rmige, elastische und elastoplastische
Partikel mit Durchmesser (d) und lo¨sen nach Cundall und Strack [88] numerisch deren
Bewegungsgleichungen. Dabei wechselwirken Partikel u¨ber paarweise Kra¨fte und Dreh-
momente, welche i.A. von deren Relativposition, Geschwindigkeit, Winkelgeschwindig-
keit, Durchmesser und der Kontaktgeschichte (Reibung) abha¨ngen. Der funktionale
Zusammenhang, wie Kra¨fte und Drehmomente explizit von diesen aufgeza¨hlten Eigen-
schaften abha¨ngen wird als Kontaktmodell bezeichnet. Betrachtet wir zwei wechselwir-
kende Partikel i und j , deren Positionen durch r i , r j und Durchmesser durch di , dj
beschrieben wird (Abb. 2.3). Mit Hilfe des Kontaktnormalenvektors
n ij =
r ij
|r ij |
=
r i − r j
|r i − r j |
(2.17)
la¨sst sich die Wechselwirkung in einen Anteil parallel zu n ij (Normalkraft) und einen
Anteil senkrecht zu n ij (Tangentialkraft) aufteilen. Die Normalkraft bestimmt die Reak-
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tion der Partikel bei zentralem Stoß in Abha¨ngigkeit vom U¨berlapp ξ = (di+dj )/2−|r ij |.
Fu¨r die korrekte Beschreibung des schra¨gen Stoßes ist auch die Tangentialkraft not-
wendig, welche zusammen mit dem Drehmoment Reibung beinhaltet. In den meisten
Kontaktmodellen werden Normal- und Tangentialkraft separat behandelt. Diese Vor-
gehensweise stu¨tzt auf die Annahme, dass die Normalspannung in der Kontaktfla¨che
nicht durch die tangentiale Verschiebung der Partikel beeinflusst wird [89] und ist fu¨r
Kontakte zwischen Ko¨rpern gleicher elastischer Eigenschaften sicherlich gerechtfertigt
(siehe S. 203 in [90]).
Kontaktmechanik allein ist ein weites Feld fortwa¨hrender Forschung. Die Literatur
offeriert eine Vielzahl teilweise sehr komplexer Kontaktmodelle fu¨r unterschiedliche
Materialeigenschaften: Rein elastische [91], viskoelastische [92–94] oder elastoplasti-
sche [95–97] Partikel, mit oder ohne Adha¨sionskraft1 [98–101] und Reibung [102–104].
Die Kombinationsmo¨glichkeiten sind vielfa¨ltig, allerdings steigt mit zunehmender Kom-
plexita¨t auch die Anzahl der Parameter des Kontaktmodells. Zwar ko¨nnen einige dieser
Parameter mit aufwa¨ndigen Experimenten bestimmt werden [105, 106], dennoch wird
die vermeintlich akkurate Beschreibung der Partikelwechselwirkung durch Faktoren wie
Oberfla¨chenrauigkeit oder Schmutz in der Kontaktfla¨che gesto¨rt. Jedes Detail eines Ex-
perimentes in der Simulation abzubilden, gleicht einer Sisyphusaufgabe und hilft unter
Umsta¨nden nicht dabei, die relevanten Aspekte der Simulation zu verstehen. Deshalb ist
es ratsam ein problemspezifisches Kontaktmodell mit so wenig Parametern wir mo¨glich
zu wa¨hlen. In dieser Arbeit werden zwei unterschiedliche Kontaktmodelle verwendet, die
im Detail an der jeweiligen Stelle erkla¨rt werden. Die vorgestellten Kontaktmodelle wur-
den in das Open-Source-Programm LAMMPS (Large-scale Atomic Massively Parallel
Simulator) [107, 108] integriert und Simulationen unter Verwendung des Velocity-Verlet
Integrationsschemas [109] durchgefu¨hrt. Der begangene Fehler durch die Verwendung
der Geschwindigkeit in der Kraftberechnung F (r(t + ∆t), v(t + ∆t/2)) wurde nicht
quantifiziert. Da es sich jedoch um dissipative Systeme handelt (keine Energieerhal-
tung gefordert), die quasistatisch deformiert werden, sollte der Fehler vernachla¨ssigbar
sein.
2.2.1. Spannungstensor und Strukturkenngro¨ßen
Es bleibt die Einfu¨hrung von kapitelu¨bergreifend benutzten Messgro¨ßen und Methoden
zur Quantifizierung der mechanischen und strukturellen Eigenschaften. Zur Berechnung
des Spannungstensors nutzen wir den u¨blichen Ausdruck [110, 111]
σαβ =
1
V
(
N∑
i=1
miviαviβ +
1
2
N∑
i=1
N∑
j=1
Fijαrijβ
)
, (2.18)
der sich aus Geschwindigkeiten und Kontaktkra¨ften aller N Partikel innerhalb des Vo-
lumens V zusammensetzt. Der so definierte Spannungstensor ist aufgrund von actio
1In dieser Arbeit werden Anziehungskra¨fte zwischen einzelnen Partikeln des Schu¨ttguts als
Adha¨sionskra¨fte bezeichnet, da die Partikel nicht zwangsweise aus dem selben Material bestehen.
Das Schu¨ttgut als Kontinuum betrachtet wird hingegen als koha¨siv bezeichnet.
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= reactio symmetrisch. Kontaktdrehmomente, welche eine Asymmetrie verursachen
ko¨nnen, werden nicht beru¨cksichtigt (siehe dazu [112, 113]). Kompressive Spannungen
sind in der verwendeten Konvention positiv. Des Weiteren ist fu¨r quasistatische Defor-
mation der Term ∝ v 2 i.d.R. vernachla¨ssigbar. Im Rahmen dieser Arbeit betrachten
wir nur den mittleren Spannungstensor des Systems und werten Gl. (2.18) fu¨r das re-
pra¨sentative Volumenelement V = Lx Ly in 2D (und entsprechend in 3D) aus. Die
Eigenwerte des mittleren Spannungstensors definieren in Kombination mit Gl. (2.11)
und (2.12) den makroskopischen Reibungskoeffizienten
µmakro ≡ τ
σ
, (2.19)
wobei fu¨r planare Scherung eines isotropen Materials τ = |σxy | und σ = P gilt. Die Dif-
ferenzierung zwischen lokalem (M) und makroskopischem Reibungskoeffizient (µmakro)
bei planarer Scherung ohne Gravitation kann durchaus in Frage gestellt werden. Im
stationa¨ren Zustand homogener Systeme sind beide Gro¨ßen gleich, d.h. M nicht orts-
abha¨ngig. Hier soll das Symbol µmakro prima¨r zur pra¨zisen Beschreibung der gemessenen
Gro¨ße eingefu¨hrt werden. Vor allem im Vergleich zum Gleitreibungskoeffizient µ wird
so der Unterschied zwischen mikroskopischer (Kontakt zwischen Partikeln) und makro-
skopischer Skala (mechanisches Verhalten des Haufwerks) betont.
Neben der Kompressionsspannung beeinflusst auch die Struktur des Schu¨ttguts sein
mechanische Verhalten. Meist wird der Einfluss der Struktur bei der Formulierung
des Fließkriteriums nur u¨ber die Packungsdichte ν beru¨cksichtigt (siehe Abs. 2.1.2 so-
wie [73, 11, 114]). Es ist jedoch bekannt, dass auch Gro¨ßen wie z.B. die Kontaktaniso-
tropie wichtig fu¨r das Verhalten granularer Materie sind [76]. Experimentell sind diese
Gro¨ßen z.B. mit Hilfe von Computertomographie bestimmbar [115–117], auch wenn die
Kontaktdetektion gerade bei µm großen Partikeln noch eine Herausforderung darstellt.
Die Identifizierung eines vollsta¨ndigen Satzes relevanter Strukturkenngro¨ßen ist eine
wichtige Aufgabe bei der Erforschung des Fließverhaltens granularer Materie. Neben
der Packungsdichte wird die Struktur in dieser Arbeit durch die Koordinationszahl
sowie die Kontaktorientierung quantifiziert. Die mittlere Koordinationszahl
Z =
2 Nc
N
(2.20)
wird durch die mittlere mechanische Koordinationszahl [118]
Zmech =
2 (Nc − NR + N0)
N − NR (2.21)
erga¨nzt, wobei N die Partikelanzahl, Nc die Anzahl der Kontakte, N0 die Anzahl der
Partikel ohne Kontakt und NR die Anzahl der sogenannten Rattler beschreibt. Als
Rattler werden alle Partikel gewertet die weniger als zwei Kontakte besitzen, oder Teil
einer Partikelkette sind, die mindestens an einem Ende nur einen Kontakt aufweist.
Solche dangling arms sind jedoch erst bei koha¨siven Schu¨ttgu¨tern relevant.
Die Verteilung der Kontaktorientierungen, d.h. die Ha¨ufigkeit von Kontaktrichtungen,
kann in einem Polardiagramm (n(ϕ) in 2D), bzw. als Dichtefunktion auf der Ein-
heitsspha¨re (n(ϕ, ϑ) in 3D) dargestellt werden. Aufgrund der Ununterscheidbarkeit der
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Kontaktrichtung ist die Verteilungsfunktion pi-symmetrisch. Um eine Anisotropie der
Kontaktorientierung zu quantifizieren, kann die Kontaktverteilungsfunktion durch die
Fourierreihe
n(ϕ) =
1
2pi
∞∑
k=0
Ak cos ( k (ϕ− ϕc)) (2.22)
in 2D [54, 119], oder mit Hilfe von Kugelfla¨chenfunktionen Y`m in 3D (siehe Kapi-
tel 5) approximiert werden. Dabei finden aufgrund der pi-Symmetrie nur gerade Ter-
me Beru¨cksichtigung. Die Entwicklungskoeffizienten Ak sind ein Maß der Anisotropie,
wa¨hrend ϕc die Anisotropierichtung auszeichnet. Die Eintra¨ge des ha¨ufig verwendeten
Fabric-Tensors sind eng verknu¨pft mit diesen Entwicklungskoeffizienten [120]. In der
Regel genu¨gen die beiden Terme A2 und A4 zu Beschreibung der Anisotropie [121].
r φc
||
⊥
Abbildung 2.4.: Skizze zur richtungsabha¨ngigen Dichte-Korrelationsfunktion, in welcher
die Dichte in Fla¨chen/Volumina (hier Kreissegmente) senkrecht und parallel zu einer ausge-
zeichneten Richtung ϕc gemessen wird. Es kann sowohl eine Richtungs- als auch eine Radi-
enabha¨ngigkeit quantifiziert werden.
Auch jenseits der Kontaktskala kann das Schu¨ttgut eine Anisotropie aufweisen (z.B.
anisotrope Porenra¨ume, oder Kettenstrukturen). Um eine solche Anisotropie zu quanti-
fizieren, schlagen wir die richtungsabha¨ngige Messung der Dichte-Korrelationsfunktion
DKA(r) =
〈 ∫
A(r)
ρ˜(r i) ρ˜(r i + r
′) dN r ′
ρ2A(r)
〉
r i
=
〈 ∫
A(r)
ρ˜(r i + r
′) dN r ′
ρA(r)
〉
r i
(2.23)
vor, wobei ρ die Feststoffdichte der Partikel, ρ˜(r) die Schu¨ttgutdichte am Ort r , r i das
Zentrum des i -ten Partikels bezeichnet und A eine Fla¨che (2d) bzw. ein Volumen (3d)
mit Ausdehnung r darstellt. Diese integrierte Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion gibt
die mittlere Packungsdichte in einem Bereich A um ein Partikelzentrum an, d.h. ent-
spricht bei einem homogenen Material im Bereich r  1 der mittleren Packungsdichte
und nicht Eins. Gemittelt wird u¨ber ausreichend viele Partikelzentren im Haufwerk. A
kann z.B. eine Kugel mit Radius r beschreiben, jedoch ko¨nnen auch Kegel oder andere
Kugelsegmente benutzt werden um eine Richtungsabha¨ngigkeit zu quantifizieren (sie-
he Abb. 2.4 sowie [122]). Bei fraktalen Nanopulvern gehorcht DK einem Potenzgesetz
∝ rdf−D, wobei df die fraktale Dimension ist (siehe Kapitel 3 sowie [123]).
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2.2.2. U¨bergang zum Kontinuum (coarse-graining)
Die Vergro¨berung mikroskopischer Informationen (coarse-graining) ermo¨glicht einen
U¨bergang zwischen der DEM und der Kontinuumsbeschreibung. Dabei werden Parti-
kel und Kontaktvariablen durch Anwendung einer Vergro¨berungsfunktion mit coarse-
graining-La¨nge ` in kontinuierliche Felder u¨bertragen. Dies ermo¨glicht einen Vergleich
der Beschreibungen und vereinfacht die Darstellung von Simulationsergebnissen. In
dieser Arbeit sollen Methoden des coarse-graining nicht untersucht, sondern lediglich
bestehende Ansa¨tze als Werkzeug benutzt werden. Fu¨r Details und Grundlagen sei an
dieser Stelle auf die Arbeit von Goldhirsch [113] inkl. Referenzen sowie dessen Erwei-
terung fu¨r Wa¨nde [46, 124] verwiesen.
Grundlage bildet das Dichtefeld ρ˜(r), welches durch
ρ˜(r) =
N∑
i=1
mi Φ(r − r i , `) (2.24)
vergro¨bert werden kann. Dabei ist Φ die coarse-graining-Funktion mit Einheit La¨nge−D.
In dieser Arbeit wird als Φ stets eine Gauß-Funktion mit Breite ` benutzt. Unter Zu-
hilfenahme des Dichtefeldes kann aus der Impulsdichte das Geschwindigkeitsfeld
v(r) =
1
ρ˜(r)
N∑
i=1
mi v i Φ(r − r i , `) (2.25)
berechnet werden. Die Existenz von Scherheterogenita¨ten a¨ußert sich durch eine orts-
abha¨ngige Scherrate. Im Folgenden soll mit γ˙ die am System angelegte Scherrate be-
zeichnet und das Feld der lokalen Scherrate durch
Γ˙αβ(r) =
∂
∂xα
vβ(r) (2.26)
berechnet werden, d.h. durch numerische Differentiation des gemessenen Geschwindig-
keitsfeldes (Gl. (2.25)). In Kapitel 4 betrachten wir das Feld der lokalen Scherrate und
damit eine ra¨umliche Verteilung von Messpunkten. Um Fluktuationen des Feldes zu
quantifizieren, berechnen wir das zweite Moment, welches im Folgenden als Varianz
bezeichnet werden soll, durch
Var(Γ˙αβ) = E[(Γ˙αβ)2]−
(
E[Γ˙αβ]
)2
, (2.27)
wobei der Erwartungswert eines Feldes f im betrachteten Volumen durch ein ra¨umliches
Mittel, d.h.
E[f ] =
1
Lx Ly
∫ Ly/2
−Ly/2
∫ Lx/2
−Lx/2
f (x , y) dx dy (2.28)
in 2D (und entsprechend in 3D) berechnet wird. Ferner ermo¨glicht das Geschwindig-
keitsfeld die Bestimmung einer kontinuierlichen, ra¨umlichen Korrelationsfunktion der
Geschwindigkeitsfluktuationen
Cv ′αv ′α(∆r) =
E [v ′α(r) v ′α(r + ∆r)]√
E [(v ′α)2(r)] E [(v ′α)2(r + ∆r)]
, (2.29)
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wobei v ′α(r) die α-Komponente der Geschwindigkeitsfluktuationen am Ort r bezeichnet.
Diese Funktion misst die Korrelation der Geschwindigkeitsfluktuationen mit Distanz
∆r . Fu¨r homogene planare Scherung ist v ′α(r) = v(r)−γ˙ y ex , was ebenfalls im Kapitel 4
Anwendung findet.
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KAPITEL 3
Herstellung hochporo¨ser, isotroper, fraktaler
Packungen
Hinweis: Die Ergebnisse dieses Kapitels wurden in [122] vero¨ffentlicht.
Mit abnehmender Partikelgro¨ße steigt das Verha¨ltnis aus Adha¨sions- und Gewichts-
kra¨ften und somit die Porosita¨t granularer Packungen [18]. Bei Partikelgro¨ßen im Na-
nometerbereich kann die Porosita¨t dabei Werte bis zu 95 % annehmen [27], was auf
eine fraktale Struktur hindeutet. Nanopartikel aggregieren in fraktalen Clustern, die
bei geringer Normallast dem Haufwerk eine fraktale Substruktur verleihen [125, 24].
Dies konnte in Simulationen besta¨tigt werden [126, 19]. Aber auch unabha¨ngig von der
Pra¨paration kann durch zyklische Fragmentation und Reagglomeration eine fraktale
Substruktur entstehen [25, 123]. Durch Verwendung einer fraktalen Anfangskonfigura-
tion soll u¨berpru¨ft werden, ob in diesem Modell eine fraktale Substruktur der mechani-
schen Belastung standha¨lt und die fraktale Dimension durch die Pra¨paration vorgege-
ben wird. Des Weiteren sollte eine Anfangskonfiguration nicht u¨berverfestigt [75] und
isotrop [126–128] sein, also keine bevorzuge Kontaktrichtung aufweisen.
Hier wird ein geometrischer Algorithmus vorgestellt, mit dem hochporo¨se, fraktale und
isotrope Konfiguration mit vorgegebenem Volumenanteil erzeugt werden ko¨nnen. Der
Algorithmus a¨hnelt der Cluster-Cluster-Aggregation [129]: In einer vollperiodischen Zel-
le der Maße Lx×Ly (×Lz ) in 2D (3D), werden N Partikel u¨berlappfrei platziert, welche
initiale Cluster der Gro¨ße Eins definieren. Diese werden nun sukzessiv zu einem Clus-
ter zusammengefu¨gt, indem na¨chste Nachbarpartikel u¨ber eine ballistische Trajektorie
verbunden werden. Dabei werden die Cluster nicht rotiert. Im Falle ungleich großer
Cluster wird der mit der geringeren Masse bewegt. Dieser Aggregationsprozess endet
nach N − 1 Verbindungsschritten (Z ≈ 2).
Die fraktale Dimension der so generierten Konfigurationen kann mit Hilfe der Dichte-
Korrelationsfunktion, Gl. (2.23), bestimmt werden. Dabei beru¨cksichtigen wir keine
Richtungsabha¨ngigkeit und beschra¨nken uns auf Kreise (bzw. Kugeln). Fu¨r Fraktale
gilt DK(r) ∝ rdf−D [130].
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Abbildung 3.1.: Dichtekorrelation hochporo¨ser Packungen in 2D (links) und 3D (rechts) fu¨r
verschiedene Partikelanzahlen bei fester Simulationszellengro¨ße. Die Insets zeigen die WDV
der Kontaktorientierungen als Polardiagramm fu¨r die dargestellten Konfigurationen in 2D
und als fla¨chentreue Projektion der unteren Einheitsspha¨re fu¨r N = 213 in 3D.
Abb. 3.1 zeigt die Dichte-Korrelationsfunktion fu¨r zwei- (links) und dreidimensionale
(rechts) monodisperse Konfigurationen unterschiedlicher Packungsdichte. Dazu wur-
de bei fester Systemgro¨ße Lx = Ly = 400 in 2D (Lx = Ly = Lz = 80 in 3D) die
Anzahl der Partikel variiert. Grob ko¨nnen drei Regime identifiziert werden: Das Nah-
feld r ≤ 1 ist durch die Kontaktverteilung bestimmt, alle Kurven u¨berlappen. Im
Bereich r > 1 folgt die Dichte-Korrelationsfunktion einem Potenzgesetz bis zu einem
ν(N )-abha¨ngigen U¨bergangspunkt, ab welchem das Regime konstanter Packungsdich-
te erreicht ist. Der Grenzfall hochporo¨ser Systeme ermo¨glicht die eindeutige Bestim-
mung einer fraktalen Dimension: d
(2D)
f ≈ 1.4 und d (3D)f ≈ 1.65. In beiden Fa¨llen ist df
kleiner als die Dimension ballistischer Cluster-Cluster-Aggregegate (d
(2D)
f ≈ 1.55 und
d
(3D)
f ≈ 1.98) [131]. Die Isotropie der erzeugten Konfigurationen veranschaulicht die
Kontaktverteilung (Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung der Kontaktorientierungen) in
den Insets der Graphen. Die Fluktuationen der WDV ha¨ngen dabei von der Parti-
kelanzahl ab und gehen (quantifiziert als Varianz, oder als Peak-to-Valley-Ratio) mit
steigendem N gegen Null (nicht dargestellt). Alternativ kann die Anisotropie auch mit
Hilfe des deviatorischen Anteils des Fabric-Tensors zweiter Stufe quantifiziert werden.
Wie in [122] gezeigt, geht auch diese Messgro¨ße mit steigender Partikelanzahl gegen
Null.
Dieser Algorithmus ist nicht auf monodisperse Packungen beschra¨nkt und erzeugt hoch-
poro¨se Konfigurationen mit fraktaler Substruktur, die in dieser Arbeit als Anfangskonfi-
gurationen verwendet werden. Falls nicht anders spezifiziert, werden dazu Konfiguratio-
nen mit einer Packungsdichte von ν ≈ 0.2 verwendet. Um einen verlustfreien Import zu
gewa¨hrleisten, wird ein minimaler U¨berlapp von δr ≈ 10−12 d erzwungen und das Sys-
tem in einer Relaxationsphase mit Hilfe einer schwachen viskosen Hintergrundreibung
γvis ≈ 10−2
√
2 kn m ins Gleichgewicht gebracht. Dabei bezeichnet kn die Partikelsteifig-
keit. Inwiefern die so erzeugten Konfigurationen unter mechanischer Belastung stabil
sind, wird Kapitel 4.5 offenbaren.
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KAPITEL 4
Homogener Fluss
Wir betrachten ein einfaches System, um die Rheologie zeitverfestigender granularer
Materie zu studieren: die planare Scherung in 2D. Die Interaktion des Haufwerks mit
Wa¨nden ist komplex: unvollsta¨ndiger Scheru¨bertrag an glatten Wa¨nden [45], Laye-
ring [71, 46] sowie langreichweitiger Einfluss von rauen Wa¨nden [132]. Um solche, gerade
bei kleinen Systemen, sto¨renden Effekte zu umgehen, werden Lees-Edwards-Randbe-
dingungen verwendet. A¨hnlich dem stationa¨rem Fließen auf einer schiefen Ebene weit
entfernt vom Boden [133] ist homogener Fluss zu erwarten [134]. Quasistatische Sche-
rung zeichnet sich jedoch durch ein nicht-affines Deformationsfeld [135] und Scherloka-
lisierung [81, 136, 46] aus. Ist die Scherung wirklich homogen? Wie a¨ußern sich diese
Eigenschaften bei Scherung mit Lees-Edwards-Randbedingungen? Ist eine charakteris-
tische La¨nge, a¨hnlich der Scherbandbreite, messbar? Diese Fragen werden in Abs. 4.3 -
4.5 untersucht. Daru¨ber hinaus wird in Abs. 4.5 u¨berpru¨ft, inwiefern Adha¨sionskra¨fte
diese charakteristische La¨nge beeinflussen und ob eine weitere charakteristische La¨nge,
z.B. eine adha¨sionsbedingte Clustergro¨ße [64], messbar ist. Ferner wird der Einfluss von
Reibung und zeitunabha¨ngigen Adha¨sionskra¨ften auf das Fließverhalten untersucht.
Beide Parameter bestimmen die Festigkeit des Schu¨ttguts und sind somit von zentraler
Bedeutung fu¨r zeitverfestigende granulare Materie. Der zentralen Frage, welchen Ein-
fluss zeitabha¨ngige Adha¨sionskra¨fte auf das Fließverhalten granularer Materie haben,
widmet sich Abs. 4.6. Aufgrund des Umfangs der Studie wird eine kurze Einfu¨hrung
in die Problematik inkl. der relevanten Literatur am Anfang und eine kleine Zusam-
menfassung der Ergebnisse am Ende jedes Unterabschnitts gegeben. Zuna¨chst wird in
Abs. 4.1.1 - 4.2 das Kontaktmodell, die Deformationssteuerung sowie die Parameter-
wahl vorgestellt.
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4.1. Modell und Simulationsmethode
4.1.1. Kontaktmodell
Betrachten man reibungsfreie Partikel mit gleichen elastischen Eigenschaften ist die
Tangentialkraft Null und die Wechselwirkung allein durch die Normalkraft gegeben.
Diese muss fu¨r die hier durchgefu¨hrte Studie folgenden Anforderungen gerecht werden:
eine elastische Ru¨ckstellkraft beinhalten, welche dem Partikelu¨berlapp entgegen wirkt,
einen Dissipationsmechanismus aufweisen, um Energie aus dem System abzufu¨hren
und eine Adha¨sionskraft beinhalten, um koha¨sive Schu¨ttgu¨ter zu beschreiben. Mit der
Symmetrieachse parallel zueinander ausgerichtete elastische Zylinder sind das dreidi-
mensionale Pendant zu diesem zweidimensionalen System. Die Kontaktmechanik dieser
Zylinder entspricht dem Grenzfall des Hertz’schen Kontaktproblems [90], bei welchem
eine der Halbachsen der i.A. elliptischen Kontaktfla¨che gegen unendlich strebt. Unter
der Annahme, dass die Kontaktfla¨che klein im Vergleich zum Radius der Zylinder ist,
steigt die elastische Ru¨ckstellkraft linear mit der Eindrucktiefe [137]. Motiviert durch
dieses Ergebnis soll das um Adha¨sionskra¨fte erweiterte lineare Feder-Da¨mpfer-Modell
Fn(ξ, ξ˙, tk) = F ij · n ij = max
{
kn ξ + αn
√
knmeff ξ˙ , −Fadh(tk)
}
, (4.1)
(im Folgenden kurz LFD-Modell) die Normalkraft bestimmen. Dabei beschreibt ξ =
1
2
(di + dj ) − |r ij | den U¨berlapp der Partikel, kn die Steifigkeit, meff die reduzierte
Masse, αn einen dimensionslosen Da¨mpfungskoeffizienten und Fadh(tk) die kontakt-
zeitabha¨ngige Adha¨sionskraft. Die Wechselwirkung (und damit Kontaktzeit) zwischen
zwei Partikeln beginnt mit Beru¨hrung (ξ ≥ 0) und endet, sobald Fn ≤ −Fadh(tk).
Bei Kontaktverlust wird tk = 0 gesetzt und es gilt Fadh(0) = 0. Es gilt tk ≥ 0. In
Abb. 4.1 sind zwei Kollisionsverla¨ufe gema¨ß dieses Kontaktmodells fu¨r unterschiedliche
Relativgeschwindigkeiten in Abha¨ngigkeit von ξ dargestellt. Dabei vernachla¨ssigen wir
zuna¨chst die Zeitabha¨ngigkeit von Fadh. Im Fall der roten Kurve ist die Relativgeschwin-
digkeit groß genug um die Adha¨sionskraft zu u¨berwinden. Der Kontakt endet, sobald
knξ + αn
√
knmeff ξ˙ = −Fadh(tk) gilt. Weitere Trennung der Partikel erfolgt mit Fn = 0.
Die schwarze Kurve skizziert einen Fall, bei welchem die Partikel aneinander haften
bleiben. Die Gleichgewichtsposition entspricht ξ = 0. Die Beschra¨nkung Fn ≥ −Fadh
unterbindet
”
ku¨nstliche Adha¨sion“, d.h. Fn < 0 im Fall Fadh = 0. Dieses Artefakt des
LFD-Modells tritt auf, wenn ξ > 0 als Kontaktkriterium angenommen wird und der
viskose Term bei Trennung der Partikel eine Anziehungkraft (Fn < 0) verursacht. Im
Experiment wu¨rden sich die Partikel in diesem Fall schneller voneinander wegbewegen
als in ihrer Form relaxieren. Die ku¨nstliche Adha¨sionskraft wird somit durch ein nicht
sorgsam gewa¨hltes Kontaktabbruchkriterium verursacht und ist unphysikalisch (siehe
hierzu auch [92, 138]).
Die Adha¨sionskraft zwischen den Partikeln soll mit der Kontaktzeit gegen einen festen
Grenzwert wachsen. Hierzu benutzten wir den pha¨nomenologischen Ansatz
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ξFn
-Fadh (tk)
Abbildung 4.1.: Normalkraft des verwendeten Kontaktmodells in Abha¨ngigkeit des U¨berlapps
fu¨r zwei verschiedene Kollisionen mit unterschiedlicher Relativgeschwindigkeit.
Fadh(tk) = F
(max)
adh
4 reff
〈d〉
(
1− e− tktc
)
, (4.2)
mit der charakteristischen Verfestigungszeit tc, der maximalen Adha¨sionskraft F
(max)
adh ,
dem reduzierten Radius reff =
1
2
didj/(di + dj ) und dem mittleren Durchmesser 〈d〉. Ne-
ben der Zeitabha¨ngigkeit weist Gleichung (4.2) auch eine Partikelgro¨ßenabha¨ngigkeit
auf, a¨hnlich der van-der-Waals-Kraft [139, 140, 105]. Es soll jedoch keine breite Parti-
kelgro¨ßenverteilung benutzt werden, sodass kein großer Einfluss zu erwarten ist. Auch
wenn Gleichung (4.2) die Zeitverfestigung einiger Schu¨ttgu¨ter richtig beschreibt [141,
33, 35], ist dieser Ansatz etwas allgemeiner und materialu¨bergreifend zu interpretie-
ren. Gleichung (4.2) definiert in Abha¨ngigkeit von tc den adha¨sions- (tc → 0) und
den zementierungsbestimmen Grenzfall (tc → ∞). Im ersten Grenzfall wirkt unmit-
telbar nach Kontaktbeginn die maximale Adha¨sionskraft, sodass Fadh ≈ konstant ist
und keine Zeitverfestigung beru¨cksichtigt werden muss. Im zementierungsbestimmten
Grenzfall stellt sich wa¨hrend der gesamten Kontaktzeit keine signifikante Anziehungs-
kraft zwischen den Partikeln ein, sodass das Verhalten des Schu¨ttguts stark von der
Pra¨paration der Kontakte abha¨ngt.
Die korrekte Berechnung der Partikeltrajektorien erfordert die richtige Wahl des Zeit-
schritts in den Simulationen. Als mechanisch ku¨rzeste Zeiteinheit ist die Kollisionsdauer
fu¨r die Festlegung des Zeitschritts relevant. Im Folgenden sollen deshalb die Kollisions-
zeiten des LFD-Modells diskutiert werden, zuna¨chst ohne Adha¨sionskraft. Wie bereits
erwa¨hnt ist das einfachste Kontaktkriterium ξ > 0. In diesem Fall entspricht die Kolli-
sionszeit gerade der halben Schwingungsperiode
t
(ξ>0)
Koll =
pi
ω0
√
1− α2n
4
, (4.3)
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wobei ω0 =
√
kn/meff die Oszillationsfrequenz des ungeda¨mpften harmonischen Oszilla-
tors beschreibt und der Da¨mpfungskoeffizient auf das Intervall 0 ≤ αn < 2 beschra¨nkt
sein soll. Da¨mpfung verla¨ngert die Kollisionsdauer, sodass t
(ξ>0)
Koll (αn = 0) eine unte-
re Schranke definiert. Fordert man hingegen Fn > 0, so endet die Kollision sobald
Fn(t
(F>0)
Koll ) = 0 erreicht ist, mit
t
(F>0)
Koll =
arctan
(
2
αn
√
1 − α2n
4
)
ω0/2
√
1− α2n
4
. (4.4)
Gleichungen (4.3) und (4.4) zeigen, dass die Kollisionszeit fu¨r beide Abbruchbedingun-
gen zwar vom Da¨mpfungskoeffizienten, jedoch nicht von der Relativgeschwindigkeit der
Partikel abha¨ngt, anders als beim Hertz’schen Kontaktmodell fu¨r Kugeln in 3D [138].
Dies a¨ndert sich, sobald eine Adha¨sionskraft Fadh beru¨cksichtigt wird. Dabei kann nur
der adha¨sionsbestimmte Grenzfall (Fadh = F
(max)
adh ) analytisch gelo¨st werden. Der Kon-
takt bricht, sobald die Normalkraft −F (max)adh gleicht. Das theoretische Minimum der
Kontaktkraft in einem LFD-Modell (∂t Fn = 0, ∂
2
t Fn > 0) wird zum Zeitpunkt
t
(F>−F (max)adh )
Koll =

arctan
(
(αn+1)
√
4−α2n
α2n+αn−2
)
+pi
ω0/2
√
1−α2n
4
0 ≤ αn < 1
2pi
√
3
3ω0
αn = 1
arctan
(
(αn+1)
√
4−α2n
α2n+αn−2
)
ω0/2
√
1−α2n
4
1 < αn < 2
, (4.5)
wa¨hrend der Kollision erreicht. Der Betrag der minimalen Kraft wa¨chst dabei linear
mit der Kollisionsgeschwindigkeit vKoll. Gilt
vKoll < v
(F>−F (max)adh )
Koll
=
e
1
2
αn ω0 t
(F>−F(max)
adh
)
Koll F
(max)
adh
√
4− α2n
meff ω0
(
(α2n − 2) sin
(
ω˜ t
(F>−F (max)adh )
Koll
)
− αn
√
4− α2n cos
(
ω˜ t
(F>−F (max)adh )
Koll
)) ,
(4.6)
mit ω˜ = ω0
√
1− α2n
4
, wird die Adha¨sionsbarriere nicht u¨berwunden und der Kontakt
bleibt erhalten (siehe schwarze Kurve im rechten Graph von Abb. 4.1). U¨bersteigt die
Relativgeschwindigkeit v
(F>−F (max)adh )
Koll , bricht der Kontakt. Auch wenn sich keine analyti-
sche Lo¨sung der Kollisionszeit fu¨r den allgemeinen Fall zeitabha¨ngiger Adha¨sionskra¨fte
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angeben la¨sst, reicht die Lo¨sung der Grenzfa¨lle (Gl. (4.4)) und (4.5) aus, um die ku¨rzeste
Zeitskala des Systems abzuscha¨tzen und damit den Zeitschritt festzulegen.
Reale Partikel besitzen eine Oberfla¨chenrauigkeit, welche den U¨bertrag von Scher-
kra¨ften an der Kontaktfla¨che ermo¨glicht. Um den schiefen Stoß zweier Partikel kor-
rekt zu beschreiben, muss neben der Normalkraft auch die tangentiale Elastizita¨t des
Kontaktes, Gleitreibung sowie Partikelrotation beru¨cksichtigt werden. Die allgemeine
Lo¨sung des Kontaktproblems ist, in Abha¨ngigkeit von den gegebenen Randbedingun-
gen, sehr komplex [90]. So stellt sich z.B. heraus, dass die Tangentialspannung im
Kontakt spha¨rischer Partikel (auch Zylinder) am Kontaktrand divergiert, wa¨hrend die
Normalspannung am Kontaktrand auf Null abfa¨llt. Eine Haftbedingung, welche das
Verha¨ltnis der Spannungen durch den Haftreibungskoeffizienten beschra¨nkt [142], ist
am Kontaktrand stets verletzt. Bedient man sich dennoch der Na¨herung, dass die Kon-
taktfla¨che komplett haftet, steigt analog zur Normalkraft die tangentiale elastische
Ru¨ckstellkraft linear mit der tangentialen Verschiebung [143]. Diese la¨sst sich nicht
aus aktuellen Relativposition bestimmen, sondern ergibt sich aus der Vorbelastung des
Kontaktes, d.h. der Kontaktvorgeschichte. Erschwerend kommt hinzu, dass zyklische
Be- und Entlastung des Kontaktes (in Tangential- und Normalrichtung) das Kontakt-
verhalten durch Oberfla¨chenabnutzung [144] a¨ndern. Eine korrekte Beschreibung dieses
Effekts ist jedoch nicht Anspruch dieser Studie. Die korrekte Speicherung der Tangen-
tialverschiebung ist hingegen essentiell fu¨r jedes Tangentialkraftmodell. Missachtung
dieser Forderung kann zu Energieerzeugung am Kontakt fu¨hren [145]. Mit der Komple-
xita¨t des Kontaktproblems steigt auch die Vielfalt an mo¨glichen Implementierungen der
Tangentialkraft [97, 93, 96, 146]. Der Vergleich mit experimentellen Arbeiten [147, 148]
zeigt jedoch, dass die Verwendung eines LFD-Modells in tangentialer Richtung unter
Beru¨cksichtigung von Gleitreibung das Stoßverhalten zweier (nicht adha¨siver) Parti-
kel qualitativ richtig beschreibt [146]. Diese Arbeit motiviert folgenden Ansatz fu¨r die
Tangentialkraft:
F t(ζ, ζ˙) = −min
{
|kt ζ + αt
√
kt meff ζ˙| , µ |Fn + Fadh|
}
ζ˙ / |ζ˙| , (4.7)
mit der Gleitgeschwindigkeit
ζ˙ = r˙ ij − (r˙ ij · n ij ) n ij − n ij ×
(
di
2
ωi +
dj
2
ωj
)
, (4.8)
die sich aus dem Tangentialanteil der relativen Translationsgeschwindigkeit und der
Partikelrotation (Winkelgeschwindigkeiten ωi , ωj ) zusammensetzt. Es gilt actio = re-
actio, d.h. Partikel j erfa¨hrt die Tangentialkraft −F t. Die Tangentialverschiebung der
Partikel erha¨lt man durch Integration der Gleitgeschwindigkeit
ζ =
tk∫
0
ζ˙(t ′) dt ′ (4.9)
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und sie fungiert somit als eine Feder in der Tangentialebene, welche als kontaktspezi-
fische Information gespeichert werden muss. Zu jedem Zeitpunkt der Simulation muss
ζ ⊥ n ij gewa¨hrleistet sein, damit die Tangentialkraft keinen Beitrag zur Normalkraft
leistet. Da n ij mit laufender Dynamik die Richtung a¨ndern kann, muss ζ in jedem
Zeitschritt in die Tangentialebene projiziert bzw. rotiert werden [100]. Der Betrag der
Tangentialkraft wird durch die Coulombschwelle µ |Fn + Fadh| mit dem Reibungskoeffi-
zienten µ begrenzt. Es wird das selbe µ fu¨r Haftreibung sowie Gleitreibung verwendet.
Sollte die Federkraft die Coulombschwelle u¨berschreiten, muss die Federla¨nge angepasst
werden, damit keine Energie erzeugt wird, d.h. Gl. (4.9) gilt nicht streng, siehe [149].
Die Einfu¨hrung einer Tangentialfeder wird durch eine weitere Zeitskala, deren Schwin-
gungsdauer, begleitet. Diese ist in Analogie zu Normalkraft (Gl. (4.3)) durch die Stei-
figkeit kt festgelegt. Mindlin berechnete unter der Annahme einer komplett haftenden
Kontaktfla¨che den Zusammenhang zwischen kn und kt fu¨r eine elliptische Kontakt-
fla¨che [143] und zeigte, dass das Verha¨ltnis der beiden i.A. von der Poissonzahl N
abha¨ngt. Im Grenzfall des
”
Streifenkontaktes“ (Zylinder) gilt jedoch kn = kt (fu¨r Ku-
geln gilt kt/kn = 2 (1−N ) / (2−N ), d.h. 2/3 < kt/kn < 1 fu¨r u¨bliche Materialien [90]).
Ein einfaches und instruktives Rechenbeispiel zum Verha¨ltnis der beiden Steifigkei-
ten liefert Walton [89], indem er den schra¨gen Aufprall eines elastischen Partikels an
einer Wand unter Beru¨cksichtigung der Partikelrotation betrachtet. Dabei verwendet
er lineare Federn fu¨r die Wechselwirkung in Normal- und Tangentialrichtung mit den
Steifigkeiten kn bzw. kt. Die Forderung gleicher Schwingungsdauer dieser beiden Federn
wa¨hrend der Kollision ergibt
kt = kn
(
1 +
m d2
4 Io
)−1
, (4.10)
wobei Io das Tra¨gheitsmoment des Partikels beschreibt. Fu¨r eine Scheibe gilt demnach
kt/kn = 1/3 (fu¨r eine Kugel 2/7). Sowohl die Abscha¨tzung durch Walton, als auch die
auf Elastizita¨tstheorie basierende Berechnung durch Mindlin zeigen, dass die Steifigkei-
ten die gleiche Gro¨ßenordnung besitzen. Auch wenn das genaue Ergebnis des schra¨gen
Stoßes vom Verha¨ltnis kt/kn abha¨ngt, ist das qualitative Verhalten unabha¨ngig vom
Verha¨ltnis, solange die beiden Steifigkeiten eine vergleichbare Gro¨ßenordnung besit-
zen [146]. Die Tangentialkraft aus Gl. (4.7) verursacht das Drehmoment
M
(gleit)
i
di
= −1
2
n ij × F t =
M
(gleit)
j
dj
, (4.11)
welches in gleicher Richtung auf die beide Kontaktpartner wirkt. Der Hebelarm ist
durch den jeweiligen Partikelradius gegeben. Betrachtet man Tangentialkra¨fte und
Drehmomente gemeinsam, ist der Gesamtdrehimpuls um den Schwerpunkt der beiden
Kontaktpartner erhalten [100].
Neben Coulomb’scher Reibung beru¨cksichtigen wir auch Rollreibung, welche Partikel-
ketten, also Strukturen mit einer Koordinationszahl ≈ 2, innerhalb des Schu¨ttguts
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stabilisiert [150, 18]. Rollreibung hat bei koha¨siven Haufwerken kritischen Einfluss auf
die Packungsdichte [151] und ermo¨glicht die Stabilisierung fraktaler Substrukturen und
hoch poro¨ser Materialien [152, 126, 19]. Physikalisch kann Rollreibung durch Viskosita¨t
oder Plastizita¨t der Partikel [153, 103, 154], ein hystereseartiges Adha¨sionsmodell [155],
oder Oberfla¨chenverschmutzung motiviert werden. Wa¨hrend Partikel mit der Geschwin-
digkeit
χ˙ = reff n ij ×
(
ωj − ωi
)
(4.12)
u¨bereinander abrollen, entsteht in Rollrichtung (∝ χ˙) neue Kontaktfla¨che, wa¨hrend
sich in entgegengesetzter Richtung die Partikeloberfla¨chen voneinander trennen. Bei
diesem Prozess ko¨nnen drei der genannten Mechanismen zu Energieverlust fu¨hren und
ein Kontaktdrehmoment erzeugen. Ha¨ufig wird Rollreibung jedoch auch verwendet, um
nicht-spha¨rische Partikel in Simulationen mit Kugeln darstellen [156, 157]. Fu¨r diese
Studie soll der genaue Ursprung der Rollreibung nicht weiter spezifiziert, sondern das
pha¨nomenologische Modell von Luding [100] benutzt werden. Dabei wirkt Rollreibung
ausschließlich als Drehmoment, welches das Abrollen der Partikel u¨bereinander unter-
bindet, solange ein kritisches Drehmoment nicht u¨berschritten wird. A¨hnlich der Haft-
reibung ist dieses kritische Drehmoment eine Funktion der Normal- und Adha¨sionskraft
und wirkt der Rollbewegung bei gro¨ßeren externen Drehmomenten entgegen. Zur Im-
plementierung verwendet Luding eine Feder, welche (a¨hnlich der Tangentialfeder) durch
die Relativgeschwindigkeit am Kontakt gespannt wird und die Kraft
F roll = −min
{ |kr χ+ γr χ˙| , µr |Fn + Fadh| } χ˙ / |χ˙| (4.13)
bestimmt, wobei die Rollgeschwindigkeit χ˙ (Gl. (4.12)) verwendet wird, um die Feder
auszulenken, d.h.
χ =
tk∫
0
χ˙(t ′) dt ′ . (4.14)
Diese Feder liegt ebenfalls in der Tangentialebene und muss in jedem Zeitschritt entspre-
chend zuru¨ckrotiert/-projiziert werden. Die Verwendung der Federkraft F roll ermo¨glicht
den direkten Vergleich mit der Normalkraft und einen dimensionslosen Rollreibungsko-
effizient, hat jedoch keine direkte physikalische Bedeutung. Die Kontaktpartner erfahren
das Drehmoment
M
(roll)
i = reff n ij × F roll = −M (roll)j , (4.15)
welches betraglich gleich aber entgegengesetzt ist. Der reduzierte Radius reff ist die
charakteristische La¨nge, welche F roll in ein Drehmoment u¨bersetzt. Es ergibt sich ein
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”
konventioneller“ Rollreibungskoeffizient aus dem Produkt µrreff . Die Verwendung einer
weiteren Feder zur Modellierung der Rollreibung wird durch eine weitere Schwingungs-
dauer begleitet. Die Federsteifigkeit kr hat im Gegensatz zur Tangentialsteifigkeit jedoch
keinen direkten physikalischen Ursprung.
4.1.2. Kompression mit periodischen Randbedingungen
Methoden zur Durchfu¨hrung von Simulationen mit periodischen Randbedingungen un-
ter festgehaltenem Druck wurden bereits in die Molekulardynamik entwickelt (siehe
[109] fu¨r eine U¨bersicht). Diese basieren auf einem U¨bergang zu der dem Druck kon-
jugierten Variable Volumen. Durch eine vera¨nderliche Simulationszellenho¨he kann z.B.
eine gewu¨nschte Normalspannung eingestellt werden. Zur Dynamik der Simulations-
zellenho¨he gibt es unterschiedliche Ansa¨tze. In Anlehnung an Anderson [158] sowie
Parinello und Rahman [159] kann die Beschleunigung proportional zur Differenz aus
Solldruck und aktuellem Druck gesetzt werden [126, 160]. Dies bedingt die Einfu¨hrung
einer
”
virtuellen“ Masse, welche die Tra¨gheit der Volumena¨nderung beeinflusst.
Die Schersimulationen in dieser Arbeit werden gro¨ßtenteils quasistatisch durchgefu¨hrt,
sodass Tra¨gheitskra¨fte vernachla¨ssigbar sind. Deshalb wird die Deformationsrate der
Scherzellenho¨he durch
ε˙yy(σyy) = ε˙0
(σyy − P)
P
(4.16)
geregelt, d.h. die Druckdifferenz zwischen Solldruck P und σyy (Abb. 4.2, links). Die Re-
gelungskonstante ε˙0 muss passend gewa¨hlt werden, damit eine konstante Normalspan-
nung wa¨hrend der quasistatischen Deformation mit Scherrate γ˙ gewa¨hrleistet ist. Diese
Regelung entspricht qualitativ einer Wand, welche viskoser Reibung unterliegt und qua-
sistatisch mit einem definierten Druck angetrieben wird. Der Ansatz die Deformations-
rate direkt proportional zum Druck zu setzten, wurde im Kontext granularer Materie
von Campbell [161] eingefu¨hrt und findet seither vielfach Anwendung [64, 162, 79, 121].
Zusa¨tzlich zur Scherzellenho¨he wird gelegentlich auch die Position einzelner Partikel
reskaliert. Da die quasistatische Deformation granularer Materie in hohem Maße nicht-
affin ist [135], wird in dieser Arbeit darauf verzichtet, die Partikelpositionen direkt zu
vera¨ndern.
4.1.3. Lees-Edwards-Randbedingungen
Die Scherung des zweidimensionalen Systems mit periodischen Randbedingungen wird
u¨ber die Fortsetzungen des Systems senkrecht zur Scherrichtung induziert (Abb. 4.2,
rechts). Die dabei verwendete Geschwindigkeit entspricht der vorgegebenen Scherrate
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ε yy
γ
ε yy
Abbildung 4.2.: Beispielkonfiguration wa¨hrend der Scherung. Periodische Fortsetzungen des
Systems sind grau, aktiv bewegte Fortsetzungen orange-rot dargestellt.
γ˙, sodass Position und Geschwindigkeit der Partikel in den betroffenen Fortsetzungen
(mit ? gekennzeichnet) durch
r ?i (t) = r i ±
(
Mod(γ˙ t Ly ,Lx )
Ly
)
v ?i = v i ± γ˙ Ly ex . (4.17)
beschrieben werden ko¨nnen, wobei der Modulooperator Mod(γ˙ t Ly ,Lx ) den Rest der
Division mit Dividend γ˙ t Ly und Divisor Lx angibt. Diese Modifikation ist nicht nur fu¨r
die Wechselwirkung der Partikel an den Ra¨ndern der Simulationszelle relevant, sondern
wird auch beru¨cksichtigt, wenn ein Partikel die Scherzelle senkrecht zur Scherrichtung
verla¨sst und an der gegenu¨berliegenden Seite wieder eintritt. Der Randu¨bergang in y-
Richtung bedingt einen Geschwindigkeitszuwachs um ±γ˙Lyex sowie eine zeitabha¨ngige
Verschiebung in Scherrichtung um Mod(γ˙Ly t ,Lx ).
Diese Randbedingungen sind unter dem Namen Lees-Edwards-Randbedingungen (A.W.
Lees und S.F. Edwards [16]) bekannt und stellen ein wichtiges Werkzeug im Bereiche
der simulationsgestu¨tzten Forschung dar [109], das bis heute Anwendung findet [163,
164, 161, 165, 162, 166]). Abha¨ngig von der Problemstellung wird ha¨ufig jedoch der
sllod -Algorithmus genannt, eine Erweiterung der Lees-Edwards-Randbedingungen fu¨r
eine Scherung mit zeitabha¨ngiger Scherrate die auf nicht-newtonscher Mechanik ba-
siert [167]. Die Modifikation der Bewegungsgleichungen im sllod -Algorithmus redu-
ziert sich im Grenzfall konstanter Scherrate zu einer Delta-Inhomogenita¨t fu¨r den
Zeitpunkt t = 0 (Beginn der Scherung) [109]. Dies entspricht der Initialisierung des
Systems mit einem linearen Geschwindigkeitsprofil. Fu¨r alle spa¨teren Zeitpunkte gel-
ten die unvera¨nderten newtonschen Bewegungsgleichungen in Kombination mit den
Lees-Edwards-Randbedingungen aus Gleichung (4.17).
Die Kombination aus Drucksteuerung und Lees-Edwards-Randbedingungen induziert
eine Deformation des Systems, die sich mit folgendem Geschwindigkeitsgradienten be-
schreiben la¨sst:
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∇⊗ v =
(
∂vx
∂x
∂vy
∂x
∂vx
∂y
∂vy
∂y
)
=
(
0 0
γ˙ ε˙yy
)
=
(
0 γ˙/2
γ˙/2 ε˙yy
)
+
(
0 −γ˙/2
γ˙/2 0
)
. (4.18)
Diese Matrix gibt die ra¨umliche A¨nderung des Geschwindigkeitsfeldes an und la¨sst sich
in einen symmetrischen und antisymmetrischen Teil zerlegen. Der antisymmetrische
Anteil entspricht einer Rotation und zeigt, dass die planare Scherung mit einer Dre-
hung verbunden ist. Diese Drehung tra¨gt jedoch nicht zur relativen Verschiebung der
Partikel innerhalb des Systems bei, weshalb nur der symmetrische Anteil als Deforma-
tionsratentensor definiert wird.
Andere Methoden zur Scherung granularer Materie mit periodischen Randbedingungen
benutzen eine variable Scherzellengro¨ße in allen Raumrichtungen. So z.B. die volume-
nerhaltende Scherung [168], bei welcher die Raumrichtungen mit einer jeweils konstan-
ten Rate gestaucht bzw. gestreckt werden. In Anlehnung an eine biaxiale Scherung ist
es auch mo¨glich, durch eine Kombination aus Drucksteuerung in einer Richtung und
Deformationssteuerung in der anderen Richtung eine Scherung zu induzieren [169].
A¨hnlich zur Kompression ko¨nnte durch direkte Manipulation der Partikelpositionen
ein Deformationsfeld vorgegeben werden. Aufgrund der nicht-affinen Bewegung des
Partikelkollektivs im quasistatischen Grenzfall [135, 65, 46], wird in dieser Arbeit davon
abgesehen, die Partikeltrajektorien direkt zu beeinflussen. Sowohl Kompression als auch
Scherung wird u¨ber die Ra¨nder induziert.
4.2. Parameterwahl und natu¨rliche Einheiten (in 2D)
Abschnitt 4.1.1 offenbart das generische Problem der DEM mit viskoelastischen Parti-
keln: Die Anzahl der Parameter ist selbst bei einfachen Kontaktmodellen unhandlich
groß. Wa¨hrend sich einige dieser Parameter aus Materialeigenschaften ableiten lassen,
haben andere, wie z.B. die Steifigkeit der Feder fu¨r Rollreibung, keine direkte physikali-
sche Bedeutung. Sollen auch Wa¨nde oder mehrere Partikelsorten beru¨cksichtigt werden,
mu¨ssen zusa¨tzliche Material- und Steuerungsparameter bestimmt werden. Auch in Si-
mulationen mit periodischen Randbedingungen sind Steuerungsparameter (ε˙0 und γ˙)
zu bestimmen. Um sich nicht auf ein konkretes Parameterensemble zu beschra¨nken
und materialu¨bergreifende Aussagen zu treffen, ist die Einfu¨hrung von dimensionslo-
sen Gro¨ßen (a¨hnlich der Reynoldszahl) ratsam. Diese Gro¨ßen werden im Folgenden
identifiziert und auf deren Basis die Parameterwahl erla¨utert.
Als natu¨rliche Einheiten fu¨r alle Simulationen in diesem Kapitel werden der angelegte
Druck P , die Feststoffdichte der Partikel ρ und der Partikeldurchmesser d festgelegt.
P gibt in Kombination mit der Partikelmasse m die Zeitskala
√
m/P (im Folgenden
Tra¨gheitszeit genannt) vor, die als charakteristische Zeit der Bewegung eines Partikels
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unter Einwirkung von P interpretiert werden kann. Die Masse des Partikels ist durch
m = ρ pi d2/4 gegeben. Diese Tra¨gheitszeit kann mit den Zeitskalen der außen angeleg-
ten Deformation, d.h. der Scherrate γ˙ und der Deformationsrate ε˙0 verglichen werden.
Das Produkt aus Tra¨gheitszeit und Scherrate entspricht der Tra¨gheitszahl [15]. Fu¨r
zweidimensionale Systeme folgt aus Gl. (2.6)
I = γ˙
√
m
P
. (4.19)
Einschla¨gige Arbeiten [15, 62] erzielten im Bereich I < 10−2 scherratenunabha¨ngige Si-
mulationsergebnisse. Ein exakter Schwellwert fu¨r den U¨bergang zu quasistatischer De-
formation ist nicht bekannt. Es ist zu erwarten, dass diese Grenze von der Systemgro¨ße
abha¨ngt. Eine stringente Definition quasistatischer Deformation wa¨re die Forderung,
dass die inverse Scherrate alle anderen Zeitskalen des Haufwerks u¨bersteigen muss,
insbesondere die Relaxationszeiten. In linearer Na¨herung ko¨nnen Schwingungsmoden
sowie Relaxationszeiten der hier untersuchten Packungen berechnet werden (siehe An-
hang A.1). Die langsamsten Moden schwingen und relaxieren dabei auf Zeitskalen der
Gro¨ßenordnung ≈ 10√m/P , sodass I (γ˙) ≤ 10−2 genug Zeit zur Relaxation la¨sst. Fu¨r
alle Simulationen exklusive den Ergebnissen in Abs. 4.3 wurde I ≈ 5 · 10−4 benutzt
und durch Verdoppelung und Halbierung der Scherrate sichergestellt, dass µmakro und
ν nicht von γ˙ abha¨ngen. Bemerkenswert an der Forderung 1/γ˙  alle anderen Zeit-
skalen des Systems ist, dass im zementierungsbestimmten Grenzfall (γ˙ tc  1) keine
quasistatische Scherung durchgefu¨hrt werden kann.
Die Verwendung des Produkts aus Deformationsrate ε˙0 und Tra¨gheitszeit als dimen-
sionslose Kenngro¨ße ist unu¨blich und offenbart keine notwendige Bedingung fu¨r quasi-
statische Kompression. Dennoch ist ein Vergleich interessant. Fordert man z.B., dass
fu¨r quasistatische Kompression ε˙0
√
m/P  1 gelten muss und identifiziert P mit dem
Konsolidierungsdruck einer Packung, ist fu¨r hochporo¨se, fragile Materialien (P → 0)
eine quasistatische Kompression nicht mo¨glich. Auch wenn die mechanischen Aspek-
te hochporo¨ser Packungen sehr interessant sind und einige offene Fragen bergen [19],
beschra¨nken wir uns auf Packungen mit ν > 0.1, wie Abs. 4.5 zeigen wird. Damit
der Druck wa¨hrend der Scherung konstant ist und die Drucksteuerung rechtzeitig
auf scherinduzierte Schwankungen reagieren kann, sollte ε˙0 > γ˙ gelten. Ferner sind
Tra¨gheitseffekte zu vermeiden. Als Richtlinie benutzten wir ε˙0
√
m/P < 1. Fu¨r al-
le durchgefu¨hrten Simulationen wird das feste Verha¨ltnis ε˙0/γ˙ = 20 gewa¨hlt, welches
ausreicht, den Druck konstant zu halten (Fluktuationen ≤ 5 %).
Die Partikelsteifigkeit kn bestimmt die Kontaktzeit (vgl. Gl. (4.3)) und birgt somit ei-
ne weitere Zeitskala, die in Verbindung mit der Scherrate γ˙ als dimensionslose Gro¨ße
verwendet werden kann [72, 161]. Mo¨chte man das Kontaktverhalten realer Partikel mo-
dellieren, wird kn durch Young-Modul und Poissonzahl bestimmt. Hier beschra¨nken wir
uns nicht auf ein spezifisches Material. Stattdessen wird das Verha¨ltnis aus Steifigkeit
und Normalspannung kn/P als Maß fu¨r die Deformation eines Partikels unter Last-
druck P genutzt. Der Partikelu¨berlapp soll im Vergleich zu allen anderen La¨ngenskalen
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der Simulation vernachla¨ssigbar sein, d.h. man strebt den Limes perfekt starrer Parti-
kel an, a¨hnlich der Kontaktdynamik-Methode [170, 171]. Um einen hinreichend großen
Zeitschritt verwenden zu ko¨nnen, wa¨hlen wir, motiviert durch [126], kn/P = 10
5. Da
somit die ku¨rzeste, noch aufzulo¨sende Zeitskala der Simulationen festgelegt ist, nutzten
wir t ξ>0Koll/100 als Zeitschritt in den Simulationen. Wie in Abschnitt 4.1.1 diskutiert, gibt
es mehrere Methoden zur Bestimmung der Tangentialsteifigkeit. Zwar bestimmt das
Verha¨ltnis kn/kt die Poissonzahl der Packung [172], hat jedoch bei plastischen Deforma-
tionen keinen Einfluss mehr [72, 15]. Wir wa¨hlen den pragmatischen Ansatz kn/kt = 2,
damit die Oszillationsfrequenzen der Federn in gleicher Gro¨ßenordnung liegen. Ferner
setzen wir kr = kt.
Das Fließverhalten granularer Materie im Regime des dichten Flusses ist unabha¨ngig
vom Da¨mpfungskoeffizienten, sofern der Restitutionskoeffizient nicht zu groß gewa¨hlt
wird [15]. In einem starren Kontaktnetzwerk steigt die Dissipationsrate mit zunehmen-
dem Da¨mpfungskoeffizienten (siehe Anhang A.1). Ein großer Da¨mpfungskoeffizient ist
somit einer schnellen Energiedissipation zutra¨glich. Wie Luding et al. [173] jedoch auf-
zeigen, kann zu große Da¨mpfung in einem dynamischen Kontaktnetzwerk die Ener-
giedissipation hemmen. Betrachtet wurde der Stoß einer Partikelkette mit endlichem
Abstand zwischen den Partikeln und einer Wand. Wird der Da¨mpfungskoeffizient und
damit die Kontaktzeit zu groß gewa¨hlt, kann die Kaskade an Partikelsto¨ßen nicht richtig
aufgelo¨st werden und es wird im Vergleich zum Experiment zu wenig Energie dissipiert.
Als Kompromiss zwischen diesen beiden Ergebnissen wa¨hlen wir einen moderat großen
Da¨mpfungskoeffizienten αn = 1. Im Falle der Tangentialfeder hilft Da¨mpfung, unphysi-
kalische Schwingungen in der Kontakttangentialebene zu vermeiden [149]. Aus diesem
Grund setzten wir αt = 2, d.h. nutzen eine kritisch geda¨mpfte Feder. Die zur Rollrei-
bung geho¨rende Feder wird mit γr = 2
√
kr meff geda¨mpft.
Neben dem a¨ußeren Druck P und der Partikelsteifigkeit kn definiert die Adha¨sionskraft
durch Fadh/d eine charakteristische Spannung des Systems. Der Einfluss der Adha¨sions-
kra¨fte auf das mechanische Verhalten des Schu¨ttguts unter externer Last kann mit der
Koha¨sionszahl
η =
Fadh
P d
(4.20)
abgescha¨tzt werden [174, 64]. Wa¨hrend sich im Grenzfall η  1 das Schu¨ttgut fast
koha¨sionslos verha¨lt, dominiert die Adha¨sionskraft der Partikel im Falle η  1. Der
Einfluss von η auf die mechanischen und strukturellen Eigenschaften des Schu¨ttguts
unter Scherung ist Gegenstand von Abschnitt 4.5. Im Fall kontaktzeitabha¨ngiger Ad-
ha¨sionskra¨fte ist η nicht mehr eindeutig definiert, sodass wir zusa¨tzlich
η(max) =
F
(max)
adh
P d
(4.21)
definieren.
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Tabelle 4.1.: U¨berblick zur Parameterwahl. Parameter, welche im Rahmen dieser Studie
variiert werden, referenzieren in Klammern die Abschnittsnummer.
γ˙ ε˙0 kn/P αn F
(max)
adh tc kt; kr αt µ; µr γr
(s. 4.3) 20 γ˙ 105 1 (s. 4.5) (s. 4.6) kn/2 2 (s. 4.4) 2
√
kr meff
Tabelle 4.1 liefert einen U¨berblick der gewa¨hlten Parameter, wobei solche, die im Rah-
men dieser Studie variiert werden, in Klammern den entsprechenden Abschnitt referen-
zieren. Neben den vom Kontaktmodell benutzen mikroskopischen Parametern und den
makroskopischen Parametern der Deformationssteuerung ist die Partikelgro¨ßenverteil-
ung ein essentielles Merkmal granularer Packungen. Obwohl sie durchaus Einfluss auf
das Verhalten granularer Systeme hat [175] (gerade fu¨r koha¨sive Systeme [176]), steht
dieser Aspekt hier nicht im Fokus. Kristallisationseffekte sollen durch eine moderate
Breite der Partikelgro¨ßenverteilung vermieden werden. Dazu wa¨hlen wir Partikeldurch-
messer gleichverteilt zwischen 0.5 ≤ d/〈d〉 ≤ 1.5. Diese Polydispersita¨t bedingt, dass
zur Abscha¨tzung der relevanten Gro¨ßen (Kollisionszeit tKoll(meff(d)) und Tra¨gheitszahl
I (m(d)) der kleinste Durchmesser min{di} verwendet wird. Als natu¨rlich Einheit und
fu¨r die Koha¨sionszahl nutzten wir den mittleren Partikeldurchmesser 〈d〉.
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4.3. U¨bergang zum Quasistatischen Fließen
Wa¨hrend schon die theoretische Beschreibung des quasistatischen Regimes nicht tri-
vial ist [177, 83, 134], stellt die Formulierung einer regimeu¨bergreifenden Theorie eine
große Herausforderung dar. Vielversprechende Lo¨sungsansa¨tze berufen sich auf eine
nicht-lokale Rheologie, d.h. die lokale Scherrate Γ˙ am Ort r wird von der Umgebung
beeinflusst. Ob mittels propagierender Spannungsfluktuationen [177, 58], oder einer
ortsabha¨ngigen granularen Fluidita¨t ∝ Γ˙(r)/M(r) [178, 179, 59], eine charakteristi-
sche La¨nge ist beiden Theorien inha¨rent. Diese auch Kooperativita¨tsla¨nge genannte
Gro¨ße wird zwar physikalisch motiviert, ist de facto aber ein scherratenabha¨ngiger
Fit-Parameter, welcher a¨hnlich der Korrelationsla¨nge [180] am U¨bergang zum quasi-
statischen Regime divergiert [179]. Im quasistatischen Regime werden hingegen Werte
≈ 〈d〉 gemessen [46]. Ist eine regimeu¨bergreifende Deutung dieser La¨nge mo¨glich? Ries
et al. [181] identifizieren die Kooperativita¨tsla¨nge mit der Eindringtiefe der Scherrate an
Wa¨nden. Ungeachtet der genauen Bedeutung der Kooperativita¨tsla¨nge kann die nicht-
lokale Theorie stationa¨re Geschwindigkeitsprofile fu¨r eine Vielzahl von Schergeometrien
mit Wa¨nden und somit definierten Randbedingungen vorhersagen.
Unger [134] untersuchte explizit die Scherung im quasistatischen Grenzfall mit Lees-
Edwards-Randbedingungen. Dabei erkla¨rte er den Fluss einer Partikelsorte als homogen
und verwendete ein Schichtsystem aus Partikeln mit unterschiedlichen Reibungskoeffizi-
enten zur Erzeugung einer Inhomogenita¨t. Die lokale Scherrate in diesem Schichtsystem
gehorcht einer von der Ho¨he abha¨ngigen Kosinusfunktion. Die assoziierte La¨ngenskala
ist in der Gro¨ßenordnung der Systemho¨he und demnach nicht identisch mit der Ko-
operativita¨tsla¨nge. Ob Fluktuationen der lokalen Scherrate eine solche La¨ngenskala
offenbaren, soll als Nebenaspekt in den folgenden Abschnitten 4.3 - 4.5 u¨berpru¨ft wer-
den. Radja¨ı & Roux [182] untersuchten Geschwindigkeitsfluktuationen im quasistati-
schen Regime und zeigten Parallelen zu turbulentem Fluss von Fluiden auf: nicht-
gaußsche Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung sowie langreichweitige Korrelationen der
Geschwindigkeitsfluktuationen und superdiffusives Verhalten der Partikel gegenu¨ber
dem mittleren Geschwindigkeitsfeld. Trotz dieser Parallelen sind der quasistatische
Fluss granularer Materie und Turbulenzen bei Flu¨ssigkeiten fundamental unterschied-
liche Pha¨nomene. Aus diesem Grund wurden die Effekte auch als granulance betitelt.
Um die Eigenarten quasistatischer Scherung mit Lees-Edwards-Randbedingungen zu
verstehen, betrachten wir die Korrelationsla¨nge im stationa¨ren Fließzustand fu¨r ver-
schiedene Scherraten (I < 1). Wir setzten η = 0 und variieren γ˙ (in Einheiten von√
ρ 〈d〉2/P) bei festen Reibungskoeffizienten µ = 0.5 und µr = 0.1. Alle Analysen die-
ses Abschnitts basieren auf dem Geschwindigkeitsfeld, das mit einer coarse-graining-
La¨nge ` = 2 〈d〉 berechnet worden ist (siehe Abs. 2.2.2). Dieses Geschwindigkeitsfeld
entspricht im zeitlichen Mittel v = γ˙ y ex (Abb. 4.3), d.h. im Einklang mit der Litera-
tur [134, 183, 132] erzeugen die Randbedingungen homogenen Fluss.
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Abbildung 4.3.: Zeitlich gemitteltes Geschwindigkeitsprofil fu¨r unterschiedliche Scherraten.
N = 6000, Lx = 88, Ly > 70 sowie µ = 0.5 und µr = 0.1.
4.3.1. Korrelationsla¨nge und Fluktuationen
Ein ha¨ufig verwendetes Maß bei der Quantisierung von systeminternen La¨ngenskalen ist
die Korrelationsla¨nge der Geschwindigkeitsfluktuationen. Pouliquen [180] zeigte durch
Experimente mit einer schiefen Ebene, dass die Korrelationsla¨nge im dichten Fluss
koha¨sionsloser granularer Materie mit abnehmender Scherrate zunimmt. Eine Diver-
genz bei U¨bergang zum quasistatischen Fluss konnte im Rahmen der Messgenauigkeit
nicht festgestellt werden. Dieses Ergebnis motivierte die immer wiederkehrende Unter-
suchung sog. Cluster [165, 184, 185], deren Gro¨ße von der Scherrate bzw. Packungs-
dichte abha¨ngt. Auch bei der Interpretation des mechanischen Verhaltens koha¨siver
granularer Materie wird ha¨ufig auf die Korrelationsla¨nge zuru¨ckgegriffen [64] und das
Agglomerieren von Partikeln in Clustern diskutiert [24, 186]. In beiden Fa¨llen handelt
es sich um einfach zusammenha¨ngende Agglomerate aus Partikeln in Kontakt. Im Fall
koha¨siver Schu¨ttgu¨ter besitzten diese jedoch eine endliche Zugfestigkeit. Um objektiv
u¨ber die Verwendung von Korrelationsmessungen in den folgenden Abschnitten urteilen
zu ko¨nnen, soll hier ebendiese analysiert werden. Wir betrachten die durch Gl. (2.29) auf
Seite 16 definierte ra¨umliche Korrelationsfunktion der Geschwindigkeitsfluktuationen
und definieren Fluktuationen als Abweichungen vom linearen Geschwindigkeitsprofil
v ′α(r) = (v(r)− γ˙ y ex ) · eα . (4.22)
Alle betrachteten Geschwindigkeits-Korrelationsfunktionen beziehen sich auf Geschwin-
digkeitsfluktuationen, weshalb der Strich (′) im Folgenden der U¨bersicht halber wegge-
lassen wird. Anstatt einer einzelnen Komponente kann auch der Geschwindigkeitsvektor
v in Gl. (2.29) zur Korrelationsmessung benutzt werden. Sowohl Geschwindigkeit, als
auch Abstand (∆r) sind vektorielle Gro¨ßen. Die Anzahl an messbaren Korrelationsfunk-
tionen, gegeben durch alle Kombinationen aus Geschwindigkeits- und Abstandsvektor,
ist somit groß. Hier ist eine Beschra¨nkung auf die Scherrichtung (x ) bzw. senkrecht zur
Scherrichtung (y) sinnvoll.
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Abbildung 4.4.: Zeitlich gemittelte Korrelationsfunktionen der Geschwindigkeitsfluktuatio-
nen (vektoriell!), gemessen senkrecht (∆y, links) und parallel (∆x , rechts) zur Scherrichtung.
Der Inset des rechten Graphen zeigt die Korrelationsla¨nge, definiert als Abstand, bei welchem
Cvv = e
−1 gilt. Die Balken im Inset entsprechen der Standardabweichung. Der Messfehler
des Mittelwerts entspricht in etwa der Symbolgro¨ße.
In Einklang mit der Literatur [180] sind die Geschwindigkeitsfluktuationen im Sys-
tem bei Anna¨herung an den quasistatischen Zustand zunehmend ra¨umlich korreliert
(siehe Abb. 4.4). Trotz des nicht-exponentiellen Abfalls fu¨r kleine γ˙ definiert der Funk-
tionswert Cv ′v ′ = e
−1 eine Korrelationsla¨nge und damit eine Clustergro¨ße, welche un-
terhalb eines richtungsabha¨ngigen Schwellwerts (γ˙ ≤ 10−3) konstant ist (siehe Inset).
Diese Sa¨ttigung deutet an, dass die Korrelationen die Systemgrenzen erreicht haben
(Ly ≈ Lx = 88). Ohne den Jamming-U¨bergang fu¨r diese reibungsbehafteten Systeme
hier genauer quantifizieren bzw. diskutieren zu wollen, liegt der Schluss nahe, das Sys-
tem als verkeilt zu betrachten. Fu¨r kleinere Scherraten agieren die Partikel kollektiv als
ein Cluster [165, 187], in welchem Kraftketten perkolieren [51, 188, 189]. Diese Feststel-
lung impliziert, dass die Systemgro¨ße den U¨bergang zur quasistatischen Deformation
beeinflusst. Mit Hilfe des Seitenverha¨ltnis der Simulationszelle la¨sst sich die Aniso-
tropie der Korrelationsla¨nge beinahe wegskalieren (nicht gezeigt). Ob eine Richtungs-
abha¨ngigkeit der Korrelationsla¨nge beru¨cksichtigt werden muss [180] oder nicht [182],
kann auf Basis dieser Daten nicht gekla¨rt werden. Zweifelsohne ist jedoch die Korre-
lationsfunktion richtungsabha¨ngig. Dabei widerspricht die unvollkommene Korrelation
in Scherrichtung (∆x ) der zu erwartenden Translationsinvarianz, d.h. v = v(y) ex .
Es existiert eine Komponente v(x ) ey , die im zweiten Teil dieses Abschnitts genauer
untersucht wird.
Zuna¨chst soll die Korrelationsfunktion auf Basis der Mohr-Coulomb-Theorie (siehe
Kap. 2.1.2 und [11]) ausgerechnet werden. Charakteristisch fu¨r die quasistatische De-
formation ist das Auftreten von Scherheterogenita¨ten [13]. Warum ist das zeitlich
gemittelte Geschwindigkeitsprofil bei periodischen Randbedingungen dennoch linear
(Abb. 4.3)? Vorstellbar wa¨re, dass die Scherung als Abfolge von lokalisierten Gleiter-
36
eignissen auf unterschiedlichen Ho¨hen stattfindet. Das Scherband ist ohne Wand also
ra¨umlich nicht fixiert. In Anlehnung an die klassische Mohr-Coulomb-Theorie gehen
wir von einem infinitesimal du¨nnen Scherband aus und berechnen in einem eindimen-
sionalem Modell die Korrelationsfunktion Cvx vx (∆y) unter der Annahme, dass dieses
Scherband im Laufe der Zeit in verschiedenen Ho¨hen y auftritt. Hierzu unterteilen wir
das System in zwei Blo¨cke, die durch ein Scherband auf der Ho¨he ysb getrennt wer-
den (0 < ysb ≤ Ly) und mit der vorgegebenen Scherrate u¨bereinander abgleiten (siehe
Abb. 4.5 links). Die Erhaltung der Schwerpunktsgeschwindigkeit (Null) und die Lees-
Edwards-Randbedingungen (vhi − vlo = γ˙ Ly) legen die Geschwindigkeit der Schicht in
Ho¨he y auf
vx (y , ysb) = γ˙
(
ysb +
Ly
2
− Ly H(ysb − y)
)
(4.23)
fest. Hierbei ist H die Heaviside-Funktion. Da die Geschwindigkeit an den Systemra¨nd-
ern nicht durch Wa¨nde fixiert wird, ist vx (y) > γ˙ y mo¨glich. Mit Gleichung (4.23) kann
nun die Korrelationsfunktion von vx senkrecht zur Scherrichtung berechnet werden:
Cvx vx (∆y , ysb) ∝
∫ Ly/2
−Ly/2
v ′x (y , ysb) v
′
x (y + ∆y , ysb) dy , (4.24)
welche auch von der Position des Scherbands abha¨ngt. Nimmt man eine Gleichvertei-
lung aller Scherbandho¨hen ysb an, ergibt sich im Mittel
Cvx vx (∆y) =
L2y − 6Ly∆y + 6∆y2
L2y
. (4.25)
Ein Vergleich mit der gemessenen Korrelationsfunktion ist im rechten Graphen von
Abb. 4.5 dargestellt (schwarz gestrichelte Kurve). Der Grenzfall quasistatischer Defor-
mation zeigt qualitativ gute U¨bereinstimmungen mit diesem Modell. Im Mittel wird die
Korrelation jedoch unterscha¨tzt. Dies liegt zum einen an der Annahme gleichverteilter
Scherbandpositionen und des endlichen Zeitintervalls zur Messung der Korrelations-
funktion. Selbst simple statistische Modelle zeigen eine Korrelation der Scherbandpo-
sition [190, 191]. Die Mittelung u¨ber die Schar aller Scherbandpositionen impliziert,
dass das Messintervall auch lang genug ist und alle Positionen erreicht wurden. Es ist
fraglich, ob dies gegeben ist. Zum anderen ist die Breite von Scherba¨ndern in granularer
Materie endlich (≈ 10〈d〉) [13, 192]. Offenbaren Momentaufnahmen der Geschwindig-
keitsfluktuationen evtl. ein genaueres Bild der Scherlokalisierung?
Die Momentaufnahmen des Geschwindigkeitsfeldes vx (y) (linker Graph Abb. 4.6) zeigen
deutliche Abweichungen vom linearen Verlauf. Große Bereiche bewegen sich kollektiv
(orange Kurve), dennoch ist vx (y) weit entfernt von einer Stufenfunktion. Erschwerend
kommt hinzu, dass die Momentaufnahme keine Differenzierung zwischen plastischer
und elastischer Haufwerkdeformation zula¨sst. Das fluktuierende Geschwindigkeitsfeld
la¨sst sich nicht einheitlich durch eine charakteristische Funktion beschreiben. Aufgrund
der nicht definierten Randbedingungen fu¨r das Geschwindigkeitsfeld soll im Folgenden
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Abbildung 4.5.: Bild zur Veranschaulichung des Modells (links). Korrelationsfunktionen der
Geschwindigkeitsfluktuationen v ′x senkrecht zur Scherrichtung (rechts). Gl. (4.25) ist schwarz
gestrichelt aufgetragen.
die lokale Scherrate Γ˙αβ (Gl. (2.26)) betrachtet werden. Randbedingungen fu¨r diesen
Tensor lassen sich wie folgt formulieren:
γ˙ =
1
Ly
∫
Ly
Γ˙yx (y) dy , (4.26)
Γ˙αβ(x , y) = Γ˙αβ(x ± Lx , y) ∀ y , (4.27)
Γ˙αβ(x , y) = Γ˙αβ(x , y ± Ly) ∀ x . (4.28)
Im ra¨umlichen Mittel verschwinden alle Komponenten bis auf Γ˙yx , dessen Mittel der
angelegten Scherrate entspricht. Als Fluktuationsmaß dient das zweite Moment bzw.
die Varianz (siehe rechten Graph in Abb. 4.6). Wie zu erwarten, nehmen die relati-
ven Fluktuationen mit abnehmender Scherrate zu: Var(Γ˙yx )/γ˙
2 ∝ γ˙−1/2 fu¨r γ˙ > 10−3.
Nach da Cruz et al. [62] kann dieser Zusammenhang wie folgt verstanden werden: Im
stationa¨ren Zustand wird die geleistete Arbeit ∝ γ˙ τ dissipiert. Ist die Dissipationsrate
durch die kinetische Energie der Fluktuationen (∝ δv 2) pro Inertialzeit (√m/P) ge-
geben, folgt δv 2 ∝ µmakro(γ˙) · γ˙. Dass die Geschwindigkeitsfluktuationen proportional
zu den Fluktuationen der Scherrate sind und damit δv 2 ∝ Var(Γ˙), ist durchaus plausi-
bel [193]. In dem betrachteten Messbereich weicht µmakro(γ˙) jedoch leicht vom linearen
Verlauf ab (A¨hnliches berichten [62, 66, 67]). Hier kann das Verhalten na¨herungsweise
durch µmakro ∝
√
γ˙ beschrieben werden. Daraus ergibt Var(Γ˙)/γ˙2 ∝ γ˙−1/2.
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Abbildung 4.6.: Zwei Momentaufnahmen des Geschwindigkeitsfeld vx (y) und die entspre-
chende Scherrate Γ˙yx (y) bei γ˙ = 10
−3 (links) und Varianz der lokalen Scherrate Γ˙αβ in
Abha¨ngigkeit von γ˙ (rechts).
4.3.2. Eigenarten quasistatischer Scherung mit
Lees-Edwards-Randbedingungen
Die Gro¨ße der Fluktuationen senkrecht zur Scherrichtung Var(Γ˙xy) ist vergleichbar mit
den Fluktuationen in Scherrichtung Var(Γ˙yx ). Schon die abfallende Korrelation der Ge-
schwindigkeitsfluktuationen in Scherrichtung (vgl. Abb. 4.4) ließ vermuten, dass sich
die Partikel auch senkrecht zur Scherrichtung bewegen. Da die Schwerpunktsgeschwin-
digkeit erhalten bleibt, kann ein endliches Γ˙xy nur durch lokale Rotation entstehen.
Schon fru¨he Artikel zu DEM-Simulationen berichteten von wirbela¨hnlichen Geschwin-
digkeitsfeldern im Fluss granularer Materie [194, 195]. Die Existenz von Wirbeln sowie
deren Einfluss auf das Fließverhalten wird bis heute thematisiert [196–198]. P. Rognon
und I. Einav nutzen z.B. die Parallele zur turbulenten Stro¨mung und wenden einfache
Turbulenzmodelle (
”
eddy viscosity“ [183, 199]) an, um das Fließverhalten zu verstehen.
Die Idee wurde jedoch schon von der Groupement De Recherche Milieux Divise´s vorge-
schlagen [15], der eine nicht-lokale Rheologie durch Cluster auf Basis der Prandtlschen
Mischla¨nge [200] diskutiert. Der in der lokalen Theorie verwendete Partikeldurchmes-
ser wird durch eine Clusterla¨nge (Wirbeldurchmesser) ersetzt, welche ortsabha¨ngig ist.
Es stellt sich heraus, dass diese La¨ngenskala in Wandna¨he, wo die Scherung lokali-
siert, abnimmt [132]. Wa¨nde hemmen die korrelierte Bewegung in Wirbeln, wa¨re eine
Lesart dieses Ergebnis. Verhindern Wirbel im Falle periodischer Randbedingungen die
Ausbildung stationa¨rer Scherba¨nder?
To¨ro¨k et al. [191] untersuchten mit einem stochastischen Gittermodell die zeitliche
Entwicklung von Scherlokalisationen und kamen zu folgendem Ergebnis: Nach einer
Anscherphase, in welcher die Scherlokalisation jeden Bereich des Systems einmal durch-
laufen hat, entwickeln sich bevorzugte Pfade, d.h. stationa¨re Scherba¨nder. Der Rest des
Systems ist dabei leicht verdichtet. Eine periodische Durchmischung des Systems durch
Rotation wu¨rde diesen Anschervorgang in bestimmten Absta¨nden initiieren und so sta-
tiona¨re Scherba¨nder unterdru¨cken. Wie im letzten Abschnitt gezeigt, ist im quasistati-
schen Grenzfall die Bewegung des gesamten Systems korreliert. Es zeigt sich, dass im
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Gegensatz zu wandgetriebenen Simulationen Lees-Edwards-Randbedingungen die Ro-
tation des gesamten Systems zulassen. Zu bestimmten Zeitpunkten kann eine Rotation
der gesamten Packung beobachtet werden (siehe Abb. 4.7(a)). Diese Rotationsereig-
nisse
”
mischen“ das System, sodass Pfade vorheriger Scherlokalisierungen
”
vergessen“
sind und bieten einen mo¨glichen Mechanismus an, welcher stationa¨ren Scherba¨ndern
entgegenwirkt. Warum rotiert das System nur zu gewissen Zeitpunkten?
(a) Beispiel
●
●
x
yhi
ylo
y
(b) Wirbelfeld
Abbildung 4.7.: (a) Beispielbild eines Geschwindigkeitsfeldes, unterlegt mit der ez -
Komponente des Rotationsfeldes und dem detektierten Wirbel (transparent blauer Kreis); (b)
Wirbelfeld unter Lees-Edwards-Randbedingungen.
Grund dafu¨r ist die explizite Zeitabha¨ngigkeit der Randbedingungen (vgl. Gl. (4.17)).
Die endliche Breite des Systems verursacht eine Periodizita¨t in der Bewegung, d.h. zu
bestimmten Zeitpunkten ist die Verschiebung der periodischen Fortsetzungen in Scher-
richtung ein Vielfaches der Systembreite Lx und damit effektiv Null. Zu allen anderen
Zeitpunkten bekommen Partikel, welche das System in y-Richtung verlassen, neben der
Geschwindigkeitsdifferenz auch einen ra¨umlichen Versatz in x -Richtung beim Wieder-
eintritt auf der anderen Seite aufaddiert. Dieser ra¨umliche Versatz ist inkompatibel mit
Rotationsfeldern, wie folgendes Beispiel verdeutlichen soll. Wir betrachten das Vektor-
feld
v(r) = −γ˙ ez × r , (4.29)
das einer Drehung mit der Frequenz γ˙ entspricht (siehe Abb. 4.7(b)). Der Erhalt der
Schwerpunktsgeschwindigkeit (Null) bestimmt die Ho¨he des Wirbelzentrums (y = 0),
nicht aber dessen x -Komponente. Ferner muss die Randgeschwindigkeit im Einklang
mit der Scherrate sein, weshalb ω ≡ −γ˙ auch vorgegeben ist. Nun u¨berpru¨fen wir die
Kompatibilita¨t dieses Feldes mit den Randbedingungen, indem wir einen Punkt auf
dem Systemrand in y-Richtung betrachten. Nach Gleichung (4.17) muss
v(rhi)
!
= v(r lo) + γ˙Lyex (4.30)
auf dem Rand gelten. Einsetzten von Gleichung (4.29) ergibt die beiden Bedingun-
gen (yhi − ylo) = Ly und xhi = xlo. Letztere ist fu¨r Lees-Edwards-Randbedingungen
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i.d.R. nicht erfu¨llt, da jedes Partikel, das den Systemrand in y-Richtung u¨bertritt ei-
ne Verschiebung in x -Richtung erfa¨hrt. Nur zu den Zeitpunkten, die der Bedingung
Mod(γ˙ t Ly ,Lx ) = 0 genu¨gen, ist das Rotationsvektorfeld (4.29) kompatibel mit den
Randbedingungen. Es bleibt zu zeigen, dass das gesamte System an diesen ausgewa¨hlten
Zeitpunkten rotiert.
Um die Rotation des Systems zu quantifizieren, greifen wir auf eine zirkulationsbasierte
Wirbeldetektion zuru¨ck, welche von Rognon et al. [199] entwickeltet wurde. Ausgangs-
punkte bildet die Zirkulation des normierten Geschwindigkeitsfelds
Ω =
1∮
∂A
dl
∮
∂A
v
|v |dl . (4.31)
Diese wird an Punkten auf einem Quadratgitter mit Gitterkonstanten 2 〈d〉 ausge-
wertet. Der dabei benutzte Pfad ∂A entspricht einem Kreis mit Umfang 2pi. Zeigen
die Geschwindigkeitsvektoren aller Punkte auf ∂A tangential zum Kreis (v ‖ dl) in
gleicher Richtung, ist Ω = ±1, d.h. der Kreis wu¨rde einen Wirbel umschließen. Ein so-
genannter Anti-Wirbel, wie z.B. aus dem Magnetismus bekannt [201], ha¨tte den Wert
Ω = 0. Nutzt man einen passend Schwellwert fu¨r Ω, ergeben sich potentielle Wirbel-
zentren aus den Quadratgitterpunkten. Da i.A. mehrere Wirbel im System koexistieren
ko¨nnen, werden zusammenha¨ngende Quadratgitterpunkte mit Ω ≥ Schwellwert ausge-
macht und deren Schwerpunkt als potentielles Wirbelzentrum bestimmt. Nun wird die
Zirkulation auf Kreisen mit wachsenden Radien R um die identifizierten Wirbelzentren
berechnet. Mit Hilfe eines weiteren Kriterium fu¨r Ω(R) kann eine Wirbelgro¨ße R festge-
legt werden. Rognon et al. [199] benutzten das Maximum von Ω(R). Qualitativ a¨ndern
sich die Resultate nicht, wenn man den Radius R benutzt, bei welchem Ω(R) dem
anfa¨nglichen Schwellwert entspricht. Die transparent-blaue Kreisscheibe in Abb. 4.7(a)
ist das Resultat einer solchen Wirbeldetektion.
Unterschreitet die Scherrate einen gewissen Schwellwert (γ˙ ≈ 10−2), treten in peri-
odischen Absta¨nden große Wirbel auf, deren Radius im quasistatischen Zustand die
Systemgrenzen erreicht, wie Abb. 4.8(a) demonstriert. Abgebildet ist der stationa¨re
Zustand, wobei alle Zeitpunkte, an denen Mod( γ˙ t Ly ,Lx ) = 0 gilt, mit gestrichel-
ten Linien gekennzeichnet sind. Einen eindeutigen Hinweis fu¨r das periodische Auf-
treten von Wirbel liefert die Fouriertransformierte (Abb. 4.8(b)). Vereinzelt wird in
der Literatur auf die
”
Zeitperiodizita¨t“ von Lees-Edwards-Randbedingungen hingewie-
sen [202], jedoch nur bei Systemen aus wenigen Partikeln. Hier betrachten wir eine
große Partikelanzahl. Die Partikel agieren im quasistatischen Grenzfall jedoch, wenn
mo¨glich, als ein Cluster. Dass neben ω1 = γ˙ Ly/Lx auch ω2 = 2 γ˙ Ly/Lx ausgezeichnet
ist, hebt die bisher unbeachtete Rolle des Seitenverha¨ltnis Ly/Lx hervor. Auch zu Zeit-
punkten, an denen die Verschiebung der periodischen Fortsetzungen in y-Richtung der
halben Systembreite (Lx/2) entspricht, treten Wirbel auf. Dementsprechend wird auch
bei Simulationen mit halber Systembreite das Partikelkollektiv zu den ausgezeichne-
ten Zeitpunkten rotieren. Eine Vervielfachung der Systembreite wu¨rde dagegen weitere
Maxima (
”
Oberto¨ne“) neben ω1 und ω2 auszeichnen. Man bedenke, dass zu den aus-
gewa¨hlten Zeitpunkten auch Wirbel in allen periodischen Fortsetzungen in x -Richtung
auftreten. Abb. 4.7(a) zeigt, dass die Wirbel in gleicher Richtung rotieren und durch
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mierte des zeitlichen Verlaufs des max. Wirbelradius und (c) Fouriertransformierte des zeit-
lichen Verlaufs von Γ˙xy .
eine Art Scherzone senkrecht zur Scherrichtung getrennt sind. Dies erkla¨rt die großen
Fluktuationen von Γ˙xy , welche mit der Rotation korreliert sind, siehe Abb. 4.8(c).
Fu¨r das hier gewa¨hlte Seitenverha¨ltnis ist keine Frequenz gro¨ßer als ω2 = 2 γ˙ Ly/Lx aus-
gezeichnet (Abb. 4.8(b)). Aufgrund dessen ist zu erwarten, dass ab einer gewissen Scher-
zellenho¨he die Rotation des gesamten Systems unterdru¨ckt wird. Um dies zu pru¨fen,
wurde die Anzahl der Partikel bei festgehaltener Systembreite (Lx = 88) variiert und die
Geschwindigkeitsfelder im stationa¨ren Fließzustand ausgewertet. Die Abha¨ngigkeit des
Seitenverha¨ltnis von der Partikelanzahl ist im Inset von Abb. 4.9 (rechts) dargestellt. Ab
einem Seitenverha¨ltnis Ly/Lx > 2.5 existieren zwar noch große Wirbel (nicht gezeigt),
diese treten jedoch nicht mehr periodisch auf (Abb. 4.9, links). Des Weiteren ist die
Wirbelgro¨ße in diesen Simulationen durch die Systembreite beschra¨nkt und die vertikale
Position großer Wirbel (Rmax ∝ O(Lx )) nicht mehr in der Systemmitte fixiert. Inter-
pretiert man den Wirbelradius als Korrelationsla¨nge [132, 199], ist anzunehmen, dass
diese durch min{Lx ,Ly} beschra¨nkt ist und die Simulationsergebnisse vom gewa¨hlten
Seitenverha¨ltnis abha¨ngen. Anders als zum Beispiel beim Ising Modell [203] wird der
Einfluss der Systemgro¨ße bei Simulationen mit Lees-Edwards-Randbedingungen meist
vernachla¨ssigt. Lediglich Campbell [161] erwa¨hnt kurz, dass kein Einfluss fu¨r L 〈d〉
gefunden wurde. Einschla¨gige Arbeiten mit dieser Methode [182, 189, 204, 64, 134, 183]
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Abbildung 4.9.: Finite-Size-Analyse des quasistatischen Grenzfalls koha¨sionsloser Materie.
Links: zeitliche Fouriertransformierte des max. Wirbelradius fu¨r verschiedene Systemho¨hen.
Das Seitenverha¨ltnis fu¨r die gewa¨hlte Systembreite in Abha¨ngigkeit der Partikelanzahl ist im
Inset dargestellt. Rechts: Zeitliche gemittelte Scherratenprofile Γ˙yx (y) fu¨r verschiedene Sys-
temgro¨ßen.
nutzten Ly/Lx < 2. In den hier durchgefu¨hrten quasistatischen Simulationen fu¨hren
gro¨ßere Seitenverha¨ltnisse im zeitlichen Mittel zu einer heterogenen Scherung, siehe
Abb. 4.9, rechts. Die u¨ber den stationa¨ren Zustand gemittelten Scherratenprofile offen-
baren, dass ab N ≥ 22500 (Ly/Lx > 2.5) im mittlere Bereich der Scherzelle Γ˙yx ≈ 0 gilt.
Lediglich ein Bereich der Ho¨he ≈ 2 Lx um den Systemrand bei y = Ly/2 wird geschert.
Dieser unvollsta¨ndige Scheru¨bertrag erinnert an Scherung mit Wa¨nden [65, 60, 181].
Mit einer Eindringtiefe von Lx  〈d〉 liegt die Breite des scheraktiven Bereichs jedoch
weit u¨ber den u¨blichen Scherbandbreiten [13, 71, 205, 46]. Wir interpretieren den unvoll-
sta¨ndigen Scheru¨bertrag fu¨r Ly/Lx > 2.5 als Finite-Size-Effekt, mit der Systembreite
als limitierenden Faktor. Die eigentliche Scherung ist auf einen Bereich y ≈ Ly/2± Lx
beschra¨nkt.
Zusammenfassung: Untersucht wurden Korrelationen und Fluktuationen des Ge-
schwindigkeitsfelds bei planarer Scherung mit Lees-Edwards-Randbedingungen un-
ter Variation der Scherrate γ˙. Im Einklang mit der Literatur wurde gezeigt, dass
die Korrelationsla¨nge mit abnehmendem γ˙ steigt. Erreicht die Korrelationsla¨nge
die Systemgro¨ße, agiert das System (wenn mo¨glich) als ein Cluster. Es ist da-
von auszugehen, dass dieser Punkt mit dem U¨bergang zum quasistatischen Flie-
ßen identifiziert werden kann. Die langreichweitige Korrelation bei quasistatischer
Scherung fu¨hrt dazu, dass das Geschwindigkeitsfeld vom Seitenverha¨ltnis des Sys-
tems abha¨ngt, ein in der Literatur noch nicht diskutiertes Pha¨nomen. Des Weiteren
konnten in Abha¨ngigkeit des Seitenverha¨ltnis zwei Regime identifiziert werden: Fu¨r
Ly/Lx < 2.5 rotiert das System in periodisch auftretenden Zeitpunkten als Ganzes,
wa¨hrend fu¨r Ly/Lx > 2.5 die Systembreite den scheraktiven Bereich auf eine Zo-
ne y ≈ Ly/2 ± Lx beschra¨nkt. In beiden Grenzfa¨llen existieren Wirbel, welche die
Translationsinvarianz von v in Scherrichtung brechen. Dies ist ein mo¨glicher Me-
chanismus, der stationa¨re Scherba¨nder unterdru¨ckt. Dass Finite-Size-Effekte dem
quasistatischen Grenzfall inha¨rent sind, ist zwingende Konsequenz der divergieren-
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den Korrelationsla¨nge. Wir beschra¨nken uns im Folgenden auf die Untersuchung des
scheraktiven Bereichs und nutzen im Einklang mit der Literatur Seitenverha¨ltnisse
Ly/Lx < 2.
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4.4. Einfluss der Reibung
Reibung verursacht pra¨parationsabha¨ngiges Verhalten granularer Materie [206] und ist
fu¨r eine Vielzahl ihrer charakteristischen Merkmale verantwortlich: Reibung stabilisiert
geha¨uftes Schu¨ttgut [150], beeinflusst Kraftverteilung [207, 208] und Struktur [85, 209]
des Haufwerks und erho¨ht dessen Elastizita¨t [210]. Daru¨ber hinaus ist bekannt, dass
der Druck am Boden eines Silos viel geringer als der durch die Gewichtskraft zu er-
wartende Druck ist [211] (Janssen-Effekt). Grund dafu¨r ist Reibung zwischen Silowand
und Schu¨ttgut, welche einen Druckabfall auf einer La¨ngenskala proportional zum Silo-
durchmesser verursacht. Neuere Arbeiten schreiben sogar Dilatanz allein der Reibung
zu [212]. Auch der Jamming-U¨bergang wird durch Reibung beeinflusst [213]. In die-
sem Abschnitt wird u¨berpru¨ft, ob Reibung die Rotationsergebnisse erst ermo¨glicht.
Des Weiteren wird das Feld der lokalen Scherrate genauer analysiert. Die ra¨umliche
Verteilung scheraktiver Bereiche soll weiteren Aufschluss u¨ber Scherlokalisation geben.
Dabei wird ausschließlich quasistatische Scherung beru¨cksichtigt, welche durch Wahl
einer ausreichend kleinen Scherrate (γ˙ = 5 · 10−4) gegeben ist.
Wir betrachten zuna¨chst den Einfluss von Gleitreibung isoliert und setzten µr = 0. Falls
notwendig, werden Messgro¨ßen im stationa¨ren Zustand u¨ber einen Scherweg γ˙∆t ≥ 10
gemittelt. Gestrichelte Linien in Graphen mit µ als Abszisse deuten den Wert fu¨r µ = 0
an, welcher Simulationen ohne Reibung entstammt.
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Abbildung 4.10.: Einfluss der Gleitreibung auf die Varianz der lokalen Scherrate (links)
und Anzahlverteilung der Fla¨chen (rechts). Der Inset zeigt dabei die mittlere Fla¨che an.
Die Varianz von Γ˙αβ offenbart eine nicht monotone Abha¨ngigkeit vom mikroskopischen
Reibungskoeffizienten (Abb. 4.10, links) mit lokalem Minimum (0.1 ≤ µ ≤ 0.4) und
Sa¨ttigungsbereich fu¨r große µ. Sa¨ttigung bei großem µ kann auch bei anderen Mess-
gro¨ßen, wie z.B. dem makroskopischen Reibungskoeffizienten [207], beobachtet werden.
Die lokale Scherrate fluktuiert in reibungsbehafteten Systemen weniger stark als im
reibungslosen Fall und folgt damit dem Trend von Packungsdichte, Koordinationszahl
und Scherbandbreite [214]. Die Varianz von Γ˙αβ la¨sst allerdings keine Ru¨ckschlu¨sse
auf die Form und Verteilung von Bereichen großer Scheraktivita¨t zu, die im Folgenden
analysiert werden soll. Zu diesem Zweck diskretisieren und binarisieren wir das zweidi-
mensionale Feld der lokalen Scherrate Γ˙yx mit der Diskretisierungsla¨nge 〈d〉 und dem
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Schwellwert Var(Γ˙yx )
1/2, wodurch die Extrema der Verteilung mit positiver Abweichung
beru¨cksichtigt werden. Das Feld zerfa¨llt so in zusammenha¨ngende Teilbereiche deren
Fla¨che und Form analysiert werden kann. Hier beschra¨nken wir uns auf die Fla¨che und
betrachten die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung (kurz: WDV) der Fla¨chen im sta-
tiona¨ren Zustand, dargestellt im rechten Graphen von Abb. 4.10. Die Verteilung folgt
unabha¨ngig von µ fu¨r Fla¨chenanteile kleiner LxLy/10 einem Potenzgesetz mit schwell-
wertabha¨ngigem Exponenten (hier: 1.65). Scherbanda¨hnliche Bereiche, die sich u¨ber
das gesamte System erstrecken und eine Breite von ≈ 10〈d〉 haben, wa¨ren am oberen
Ende der Verteilung zu finden Ac/(LxLy) ≥ 1/10. Dieses Ende der Verteilung ist vor
allem fu¨r Reibungskoeffizient µ ≈ 0.1 besonders ausgepra¨gt, bei welchem die Varianz
minimal wird. Zur Veranschaulichung sind in Abb. 4.11 typische Felder der lokalen
Scherrate fu¨r unterschiedliche Reibungskoeffizienten aufgetragen. Wa¨hrend in den bei-
den Extremfa¨llen µ = 0 und µ = 10 die Bereiche großer Scherrate u¨ber das gesamte
System verteilt sind, ist die Scherung fu¨r µ = 0.1 zeitweise lokalisiert.
(a) µ = 0 (b) µ = 0.1 (c) µ = 10
Abbildung 4.11.: Momentaufnahmen der lokalen Scherrate fu¨r verschiedene µ. Bereiche,
die oberhalb des Wertebereichs liegen, sind pink, unterhalb dunkelblau gefa¨rbt.
Der Grund fu¨r das nichtlineare Verhalten liegt im Wechsel des mikroskopischen Defor-
mationsmechanismus. Zunehmende Reibung verringert stetig den Anteil gleitmobiliser-
ter Kontakte im Haufwerk [215]. Im Regime kleiner Reibungskoeffizienten (µ ≤ 0.1)
bewirkt der gro¨ßer werdende Gleitreibungsschwellwert eine zunehmende Korrelation
senkrecht zur Scherrichtung (Abb. 4.12 links). Bei nahezu unvera¨nderter Struktur (Pa-
ckungsdichte, Koordinationszahl und Kontaktanisotropie) bewegen sich Partikelschich-
ten zunehmend kollektiv und die Scherung lokalisiert tempora¨r. Gro¨ßere Reibungsko-
effizienten (µ > 0.1) verursachen hingegen eine Frustration der Partikelbewegung im
Haufwerk und erzwingen eine Volumenzunahme bei Scherung. Rollen wird gegenu¨ber
Gleiten bevorzugt, Packungsdichte und Koordinationszahl nehmen ab und eine Kon-
taktanisotropie entsteht (siehe [118, 62, 208] inkl. Referenzen). Diese Verlagerung des
Mobilisationsmechanismus, die mit einer strukturellen A¨nderung einhergeht, fu¨hrt zu
einer Abnahme der Korrelation. Das Feld der lokalen Scherrate weist fu¨r µ > 1 keine
großen scheraktiven Bereiche auf.
Dennoch ist Reibung nicht fu¨r die periodisch auftretenden Wirbel verantwortlich, wie
Abb. 4.12 (rechts) veranschaulicht. Auch im reibungslosen Fall rotiert die Packung in
periodischen Absta¨nden. Lediglich die Magnitude des Peaks bei ω = γ˙ Ly/Lx a¨ndert
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sich mit µ, ein Indiz fu¨r den Zusammenhang zwischen Wirbelgro¨ße und Korrelati-
onsla¨nge [199, 132].
Neben Gleitreibung beeinflusst auch Rollreibung die Struktur des Haufwerks [216], vor
allem bei koha¨siven Schu¨ttgu¨tern [150, 151]. Das Verha¨ltnis der beiden Reibungskoef-
fizienten entscheidet u¨ber die bevorzugte Art der Kontaktmobilisierung, die Struktur
des Schu¨ttguts sowie die Heterogenita¨t des Kraftnetzwerks [217, 208]. Ga¨ngige Glei-
treibungskoeffizienten liegen zwischen 0.1 ≤ µ ≤ 0.5, weshalb wir fu¨r die nachfolgende
Studie µ = 0.4 setzten. Um den zusa¨tzlichen Einfluss der Rollreibung zu evaluieren,
variieren wir µr zwischen Null und Eins. Auch wenn Rollreibung zunehmend das Ab-
rollen von Partikeln in Kontakt verhindert und somit die Struktur (Packungsdichte &
Koordinationszahl) beeinflusst wird, a¨ndern sich sowohl die Varianz von Γ˙αβ, als auch
die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung scheraktiver Bereiche wenig mit µr (Abb. 4.13).
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Abbildung 4.13.: Einfluss der Rollreibung auf die Varianz der Scherrate (links) und An-
zahlverteilung der Fla¨chen (rechts).
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4.5. Einfluss der Koha¨sion
Fu¨r Partikelgro¨ßen im Mikrometerbereich ist die van-der-Waals-Kraft in der Kontakt-
mechanik nicht vernachla¨ssigbar [218, 137]. Aber auch gro¨ßere Partikel ko¨nnen, z.B.
durch Flu¨ssigkeitsbru¨cken, eine attraktive Wechselwirkung erfahren [9]. Adha¨sions-
kra¨fte zwischen Partikeln a¨ndern Konsolidierungsverhalten [150, 174], Fließeigenschaf-
ten [219, 220] und Struktur [151, 126] des Haufwerks. Beispiele dafu¨r sind die zuneh-
mende Porosita¨t [18] und Zugfestigkeit [73] mit steigender Adha¨sionskraft. Wie groß
der Einfluss der Adha¨sionskra¨fte ist, ha¨ngt vom externen Druck ab. Das Verha¨ltnis aus
beiden, die sog. Koha¨sionszahl η (siehe Gl. (4.20)), liefert ein geeignetes Maß zur Quan-
tifizierung dieses Einfluss’ [162, 166]. Im Alltag werden die Besonderheiten koha¨siver
granularer Materie beim Umfu¨llen von Pulvern, wie z.B. Mehl oder fein gemahlenem
Kaffee sichtbar. Im Gegensatz zu koha¨sionslosen Schu¨ttgu¨tern beobachtet man die Aus-
bildungen von Rissen und eine koha¨rente Bewegung in Klumpen [17]. Viele Studien
der letzten zwanzig Jahre untersuchten diese koha¨rente Bewegung [23, 186, 64]. Dabei
ist jedoch nicht abschließend gekla¨rt, ob Adha¨sionskra¨fte allein eine charakteristische
Clustergro¨ße definieren [64], diese durch die Anfangskonfiguration (fraktale Aggregate)
vorgegeben ist [24, 186, 19] oder eher durch die mechanische Beanspruchung bestimmt
wird [25, 221].
Auch wenn sich, wie im koha¨sionslosen Fall, scherratenabha¨ngige Regime identifizie-
ren lassen [222, 223], betrachten wir ausschließlich quasistatische Scherung. Ist es im
quasistatischen Grenzfall u¨berhaupt noch mo¨glich, adha¨sionskraftbedingte Cluster im
verkeilten Haufwerk (dem
”
Cluster“ nach Campbell [165]) zu identifizieren? Wenn
ja, besitzen solche Cluster eine fraktale Dimension, und wird diese durch die An-
fangskonfiguration bestimmt? Die Beantwortung dieser Fragen bedingt eine detaillierte
Analyse der Struktur, welche im Hinblick auf die extensive Literatur u¨ber koha¨sive
Schu¨ttgu¨ter [125, 222–226] u¨berflu¨ssig scheinen mag, jedoch dabei hilft das benutz-
te Modell in die bestehende Literatur einzuordnen. Daru¨ber hinaus wird der Einfluss
von Adha¨sionskra¨ften auf Fluktuationen des Scherratenfeldes, die periodische Rotati-
on des Systems sowie haufwerkinha¨rente Zeitskalen untersucht. Fu¨r die nachfolgende
Analyse wird die Koha¨sionszahl η bei fester Partikelanzahl (N = 6000) und konstan-
ten Reibungskoeffizienten (µ = 0.5, µr = 0.1) variiert. Wir betrachten den stationa¨ren
Zustand quasistatischer Scherung (γ˙ = 5 · 10−4) und mitteln die Ergebnisse u¨ber Zeit-
intervalle γ˙∆t > 10. Mit dem Verhalten koha¨siver granularer Materie vertraute Leser
wird auch die Zusammenfassung und Diskussion am Ende des Abschnitts genu¨gen.
Der Einfluss der Koha¨sion auf die mechanischen Eigenschaften des Schu¨ttguts wird mit
Hilfe des Spannungstensors (Gl. (2.18)) charakterisiert. Wir extrahieren Kompressions-
σ und Schubspannung τ aus den Eigenwerten σ1 > σ2 gema¨ß
σ =
1
2
(σ1 + σ2) und τ =
1
2
(σ1 − σ2) , (4.32)
siehe Abb. 4.14, links. Darin zeigt ϕ den Winkel1 zwischen dem zu σ1 geho¨rigen Ei-
1Aufgrund der Ununterscheidbarkeit der Kontaktrichtung ist die Kontaktverteilung pi-symmetrisch,
weshalb nur Winkel zwischen Null und pi angegeben.
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Abbildung 4.14.: Einfluss der Koha¨sion auf den Spannungstensor (links) und Fouriertrans-
formierte der Autokorrelationsfunktion der Spannungsfluktuationen (rechts). Fehlerbalken im
linken Graphen entsprechen der Standardabweichung.
genvektor und der Scherrichtung x an. Kompressionsspannung (σ ≈ P) und Orien-
tierung der Hauptachsen (ϕ ≈ 3pi/4 ± 0.02) sind unabha¨ngig von der Koha¨sion. Da
σyy konstant gehalten wird, folgt aus σ ≈ P , dass σxx/σyy ≈ 1 6= f (η), wie auch fu¨r
den koha¨sionslosen Fall berichtet [62]. Es handelt sich somit um ein isotropes Mate-
rial [73, 227]. Wie zu erwarten ist im stationa¨ren Zustand die Koaxialita¨t zwischen
Spannung- und Deformationsratentensor gegeben. Ab η ≈ 1 steigt die Schubspannung
und damit der makroskopische Reibungskoeffizient deutlich. Die Messwerte ko¨nnen
durch
τ(η) ≈ τ(0) + 0.03 η0.66 , (4.33)
approximiert werden, wobei τ(0) ≈ 0.3535 dem koha¨sionslosen Grenzfall entspricht.
Gl. (4.33) gibt die Schubspannung in Einheiten der Normalspannung P an. Das Verha¨lt-
nis aus Schubspannung und Normalspannung definiert den makroskopischen Reibungs-
koeffizienten. Dieser besteht nach Gl. (4.33) im stationa¨ren Zustand aus einem konstan-
ten und einem η-abha¨ngigen Term. Da η ∝ Fc/P bedeutet dies, dass bei konstanter
Adha¨sionskraft der makroskopische Reibungskoeffizient koha¨siver Schu¨ttgu¨ter im stati-
ona¨ren Zustands mit (1/P)0.66 abnimmt, eine wichtige Erkenntnis fu¨r Kap. 5. In der Li-
teratur wird der Exponent aus Gleichung (4.33) mit Eins abgescha¨tzt [64, 215, 114]. Die
hier beobachtete Abweichung kann auf einen η-abha¨ngigen Spannungsabfall wa¨hrend
der Rotation des Systems zuru¨ckgefu¨hrt werden. Im Regime großer Adha¨sionskra¨fte
(η > 1) ko¨nnen Minima im zeitlichen Verlauf von σxx und σxy gemessen werden (nicht
dargestellt), deren Gro¨ße mit zunehmendem η steigt. Dass diese Spannungsabfa¨lle durch
die Rotation induziert werden, verdeutlicht die Fouriertransformierte der Autokorrela-
tionsfunktion relativer Spannungsfluktuationen
Cδσδσ(∆t) =
1
T σ2
∫ T
0
(σ(t)− σ) (σ(t + ∆t)− σ) dt , (4.34)
siehe Abb. 4.14, rechts. Peaks bei ω = γ˙ Ly/Lx zeigen die Korrelation zu den Rota-
tionsereignissen, dabei steigt die Magnitude mit η. Der Spannungsabfall ist plausibel,
da Rotation keine Verzerrung bewirkt. Aufgrund der periodischen Randbedingungen
in Scherrichtung gibt es jedoch stets einen Bereich endlicher Verzerrung (Γ˙xy) zwischen
den Wirbelzentren. Dass der absolute Spannungsabfall bei Rotation mit η zunimmt, ist
ein Indiz fu¨r zunehmend koha¨rente Bewegung.
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Abbildung 4.15.: Einfluss der Koha¨sion auf die Packungsdichte (links) und die Koordina-
tionszahl (rechts). Der Inset des rechten Graphen zeigt die relativen Anteil an Rattlern.
Es ist bekannt, dass Adha¨sionskra¨fte, gerade in Kombination mit Kontaktdrehmomen-
ten, poro¨se Packungen stabilisieren [150, 228]. Auch im hier betrachteten Modell sinkt
die Dichte des stationa¨ren Zustands mit steigendem η (Abb. 4.15, links). Dabei folgt
die Packungsdichte na¨herungsweise
ν(η) ≈ ν(0)− 0.021 · η0.45 , (4.35)
mit ν(0) ≈ 0.8 fu¨r den koha¨sionslosen Grenzfall. Trotz sinkender Packungsdichte steigt
die Koordinationszahl mit zunehmendem η (Abb. 4.15, rechts). Wa¨hrend die Anzahl
der Partikel ohne Kontakt (N0) fu¨r steigendes η gegen Null geht (siehe Inset), erho¨ht
sich die mechanische Koordinationszahl erst fu¨r η > 1 merklich. Diese Antikorrelation
zwischen Packungsdichte (sinkend) und Koordinationszahl (steigend) wird in der Lite-
ratur als Indiz fu¨r die Agglomeration von Partikeln in Clustern gewertet [64, 19]. Beide
Messgro¨ßen ko¨nnen jedoch unabha¨ngig voneinander sein, wie im koha¨sionslosen Fall
gezeigt wurde [229].
0
π/4
π/2
3π/4
π
5π/4
3π/2
7π/4
η
0.01
10
40
80
0
π/4
π/2
3π/4
π
5π/4
3π/2
7π/4
0
0.2
0.4
0.6
Abbildung 4.16.: Polardiagramme zum Einfluss der Koha¨sion auf die Kontaktverteilung
(links) und die mit Normalkra¨ften gewichtete Kontaktverteilung (rechts).
Na¨heren Einblick in die Struktur gewa¨hrt die Kontaktverteilung (Abb. 4.16, links),
welche durch eine Fourierreihe nach Gl. (2.22) angena¨hert wird [54, 119]. Der Be-
trag der Koeffizienten Ak dient als Anisotropiemaß (Abb. 4.17, links). Mit steigender
50
φc
0
π/8
π/4
3π/8
π/2
φ c
A2 A4 A8
0.01 0.1 1 10 100
0.00
0.02
0.04
0.06
0.08
0.10
0.12
η
A
ni
so
tro
pi
e
∝ r-0.05
0.01
1
10
40
100
0.5 1 5 10
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
r / 〈d〉
D
ic
ht
e
-Ko
rr
el
at
io
nη
⊥ zu φc∥ zu φc
Abbildung 4.17.: Einfluss der Koha¨sion auf die Kontaktanisotropie (links) und die Dichte-
korrelation (rechts).
Adha¨sionskraft wird das Kontaktnetzwerk isotrop. Abb. 4.17 besta¨tigt, dass nur die
ersten beiden Ordnungen von Gl. (2.22) zu beru¨cksichtigen sind. Die Nicht-Koaxialita¨t
zwischen Spannungs- und Fabrictensor [121] (siehe ϕc) ist nicht wesentlich. Es sei an-
gemerkt, dass die Bestimmung der Hauptachse fu¨r große Adha¨sionskra¨fte (η > 10)
aufgrund verschwindender Anisotropie nicht aussagekra¨ftig ist. Gewichtet man die Kon-
taktverteilung mit der in der jeweiligen Raumrichtung auftretenden mittleren Normal-
kraft, zeichnet sich ein kontra¨res Bild ab (Abb. 4.16, rechts): Mit zunehmender Koha¨sion
steigt die
”
Kraftanisotropie“. Wa¨hrend Druckkra¨fte in der Richtung ϕ ≈ 3pi/4 wirken,
findet man zunehmend zugbelastete Kontakte (Fn < 0) senkrecht dazu. Dieses Ergebnis
ist im Einklang mit [64].
In einem Bereich r > 2 bildet sich eine Anisotropie aus, welche mit Hilfe der Dichte-
Korrelationsfunktion offenbart werden kann [122]. Dazu werten wir Gl. (2.23) fu¨r Kreis-
segmente mit O¨ffnungswinkel pi/2 um die Anisotropieachse (ϕc ≈ pi/4) der Kontakt-
verteilung aus und unterteilen somit den Kreis mit Radius r um ein Partikelzentrum in
vier gleichgroße Segmente: zwei in ϕc-Richtung, zwei senkrecht dazu. Die gemessenen
Korrelationsfunktionen (Abb. 4.17, rechts) lassen sich grob in drei Abstandsregime un-
terteilen. Der Bereich r ≤ 1 beschreibt die unmittelbare Umgebung (das
”
Nahfeld“) und
wird durch die Kontaktanisotropie und die Polydispersita¨t des Systems bestimmt [175].
Im
”
Fernfeld“ (r  1) entspricht die Dichte-Korrelation der mittleren Packungsdichte,
unabha¨ngig von der Orientierung. Der interessante Bereich liegt zwischen diesen Regi-
men. Hier entsteht eine mit η steigende Anisotropie, wobei die Packungsdichte senkrecht
zu ϕc, also in Richtung der La¨ngsachsen der Keulen in Abb. 4.16, gro¨ßer ist. Des Wei-
teren steigt die ra¨umliche Ausdehnung dieses anisotropen Bereiches mit η und definiert
eine La¨ngenskala jenseits des Partikeldurchmesser, die als Clustergro¨ße gewertet wer-
den kann (siehe dazu auch [122, 123]). Ein fraktale Substruktur (wie in [230, 186])
ist jedoch allein fu¨r die gro¨ßte betrachtete Koha¨sionszahl (η ≈ 100) zu erahnen. Gi-
labert et al. [126, 19] untersuchten das Konsolidierungsverhalten koha¨siver Pulver mit
Simulationen und kamen fu¨r die Ausdehnung einer solchen Substruktur zu a¨hnlichem
Ergebnis (≈ 10 〈d〉 fu¨r η = 100). Auch wenn die Quantifizierung einer fraktalen Di-
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mension fu¨r solche La¨ngenskalen2 in Frage gestellt werden kann, ist die Konfiguration
hier deutlich kompakter: df ≈ 1.95 im Vergleich zu df ≈ 1.55 in [19]. Neben dem
unterschiedlichen Belastungsmodus (Scherung statt Kompression) ko¨nnte dies auf die
kleinere Rollreibung (µr ≈ 0.5 in [19]) zuru¨ckzufu¨hren sein. Im Gegensatz zu den expe-
rimentellen [24, 186] und numerischen Studien [126, 19] unterscheidet sich die fraktale
Dimension jedoch deutlich von der Anfangskonfiguration (d
(2D)
f ≈ 1.4, siehe Kap. 3).
Bereits Eggersdorfer et al. [231] berichteten von einer Restrukturierung fraktaler Ag-
glomerate unter Scherung, allerdings fu¨r deutlich geringere Packungsdichten. Es liegt
der Schluss nahe, dass die fraktale Dimension im hier beobachteten stationa¨ren Fließ-
zustand nicht pra¨parationsbedingt ist.
Auch der Porenraum birgt Hinweise auf eine fraktale Substruktur [19]. Eine Analy-
se des Porenraums kann auf Basis einer Raumzerlegung durchgefu¨hrt werden. Fu¨r
polydisperse Kugelpackungen bietet sich hier die radical-Zerlegung an, die der Kon-
struktion des Voroni-Graphen a¨hnelt, allerdings unter Verwendung eines anderen Ma-
ßes [232]. Wa¨hrend die Kanten des Voroni-Graph eines polydispersen Systems ge-
kru¨mmt sind [233], ergibt die radical-Zerlegung Kanten ohne Kru¨mmung, welche durch
den Porenraum verlaufen und ho¨chstens an Kontaktpunkten Partikel schneiden. Unter
Verwendung des Kontaktnetzwerkes kann der so konstruierte Graph des Porenraums in
Untergraphen zerlegt werden, die einzelne Poren beschreiben. Die den Knoten der Un-
tergraphen zugeordneten Fla¨chen summieren sich nach Abzug der zu beru¨cksichtigenden
Partikelfla¨chensegmente zu der Porenfla¨che [234]. Die WDV der Porenfla¨chen ist fu¨r alle
η < 80 exponentiell (nicht dargestellt), wobei die mittlere Porenfla¨che erst fu¨r η > 10
merklich steigt ( ≈ 〈d〉2 fu¨r η ≤ 10). Diese Beobachtung ist im Einklang mit [64]. Fu¨r
große Adha¨sionskra¨fte (η ≥ 80) weicht die Verteilung vom exponentiellen Verlauf ab.
In diesem Bereich beeinflusst die fraktale Substruktur zunehmend die Porenverteilung
und wandelt diese in ein Potenzgesetz ab.
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Abbildung 4.18.: WDV der Kontaktzeiten (links) und Autokorrelation der Geschwindig-
keitsfluktuationen vy (rechts).
Steigende Adha¨sionskraft erho¨ht die Zugbelastbarkeit der Kontakte und damit auch die
Kontaktzeit von Partikeln im Haufwerk [235], wie Abb. 4.18 (links) demonstriert. Dar-
gestellt sind WDVen der Kontaktzeiten zu einem bestimmten Zeitpunkt. Aufgrund des
2Skaleninvarianz ist bei weniger als einer Gro¨ßenordnung zwischen Partikeldurchmesser und Cluster-
gro¨ße sicherlich nicht gegeben.
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stationa¨ren Zustands ist zu erwarten, dass diese der Kontaktlebensdauer entsprechen.
Die leichte Erho¨hung der WDVen vor dem exponentiellen Abfall ist ein Artefakt der
Kurvengla¨ttung und nicht die Kollisionszeit wie in [236]. Der Mittelwert der Kontaktzeit
steigt dabei wie γ˙ tk ∝ η1.4 (siehe Inset) und erreicht fu¨r η ≈ 40 den Wert Eins. Ho¨here
Adha¨sionskra¨fte fu¨hren zu einer mittleren Kontaktzeit, welche die scherungsinduzierte
Zeitskala (γ˙−1) u¨bersteigt. Rognon et al. [64] werten dieses Ergebnis als Indikator fu¨r
Partikelagglomeration. Es sei jedoch angemerkt, dass der Abfall der Kontaktzeitvertei-
lung auch fu¨r η = 100 exponentiell ist. Es gibt folglich keinen Kontakt, der u¨ber die
gesamte Zeit der Scherung erhalten bleibt. Cluster bzw. Agglomerate haben eine endli-
che Lebensdauer. Aufschluss daru¨ber kann die Autokorrelationszeit (Abb. 4.18, rechts)
geben, d.h. die zeitliche Korrelationsfunktion der Fluktuationen von vy . Im Rahmen
der Messgenauigkeit kann ein exponentieller Abfall fu¨r alle η beobachtet werden, wobei
die charakteristische Zeit mit zunehmender Adha¨sionskraft steigt. Die Autokorrelati-
onszeiten (≤ 0.2 γ˙−1) sind jedoch klein im Vergleich zur Simulationszeit.
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Abbildung 4.19.: Reskalierte Korrelationsfunktion der Fluktuationen von vx in y−Richtung
(a); Varianz der lokalen Scherrate als Funktion der Koha¨sionszahl (b); Wahrscheinlichkeits-
dichteverteilung der Fla¨chenanteile der scheraktiven Bereiche (c); Wurzel aus der mittleren
xx-Tra¨gheitstensorkomponente als Maß fu¨r die Breite scheraktiver Zonen (d).
Im Gegensatz zur Dichte-Korrelationsfunktion kann die Korrelationsfunktion der Ge-
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schwindigkeitsfluktuationen keine Hinweise auf eine charakteristische Clustergro¨ße lie-
fern (entgegen [64]), da die zugeho¨rige Korrelationsla¨nge im quasistatischen Grenzfall
die Systemgro¨ße u¨bersteigt (Abs. 4.3). Die η-Abha¨ngigkeit der Korrelationsfunktion der
Geschwindigkeitsfluktuationen la¨sst sich auf die A¨nderung der Packungsdichte und da-
mit Systemho¨he (Ly ∝ 1/ν) zuru¨ckfu¨hren: Reskaliert man die Abszisse mit ν(η)/ν(0),
kollabieren die Funktionen weitestgehend (siehe Abb. 4.19(a)).
Die Interpretation des Einfluss von Adha¨sionskra¨ften auf die Varianz der lokalen Scher-
rate ist etwas diffiziler (Abb. 4.19(b)). Es lassen sich zwei Regime identifizieren: Im
Bereich η < 10 sinkt Var(Γ˙αβ), bis auf die yx -Komponente. Wir interpretieren dieses
Verhalten als Konsequenz der zunehmend koha¨renten Bewegung. Lose Partikel werden
ins Kontaktnetzwerk integriert, und die Fluktuationen der Scherrate nehmen ab. Diese
Koha¨renz versta¨rkt die Abweichung von einem linearen Scherprofil, d.h. Var(Γ˙yx ) steigt
leicht. Im Regime η ≥ 10 wa¨chst Var(Γ˙αβ) fu¨r alle (αβ) deutlich mit η. Die strukturellen
A¨nderungen des Schu¨ttguts, vor allem die Erho¨hung der Porosita¨t, fo¨rdern Fluktuatio-
nen in der Scherrate. Entstehender Porenraum kann fu¨r lokale elastische oder plastische
Deformation genutzt werden.
Na¨heren Einblick liefert die Analyse der Form und Verteilung von Bereichen großer
Scheraktivita¨t. Dazu wird die Methodik aus Abschnitt 4.4 angewandt. Das Feld der
lokalen Scherrate Γ˙yx wird auf Quadratgitterpla¨tzen (Gitterkonstante 〈d〉) ausgewertet
und mit Schwellwert Var(Γ˙yx )1/2 binarisiert. Resultierende, zusammenha¨ngende Teilbe-
reiche stellen die positiven Ausla¨ufer der Verteilung n(Γ˙yx ) dar. Die Fla¨chenverteilungen
dieser Extrema sind in Abb. 4.19(c) dargestellt. Interessant ist hier vor allem der Be-
reich Ac/(LxLy) ≤ 3 · 10−3. Die Abnahme der Anzahl kleiner Fla¨chen (η ≤ 10), la¨sst
auf die zunehmend koha¨rente Bewegung schließen. Dass sich dieser Trend fu¨r gro¨ßere
Adha¨sionskra¨fte umkehrt, besta¨tigt die Bedeutung der entstehenden Poren fu¨r kleine,
lokale Deformationen. Im Gegensatz zum mikroskopischen Reibungskoeffizienten sind
fu¨r alle η Bereiche der Gro¨ße ≈ LxLy/10 zu finden, die scherbanda¨hnlichen Lokalisie-
rungszonen entsprechen ko¨nnten. Es ist bekannt, dass die Scherzonenbreite mit stei-
gender Adha¨sionskraft zunimmt [237, 117]. Aus Mangel an stationa¨ren Scherba¨ndern
soll hier daher die Breite der Bereiche Ac ≥ LxLy/10 quantifiziert werden. Zu diesem
Zweck bestimmen wir den Tra¨gheitstensor
Tαβ =
∑
i
mi(xiκxiκδαβ − xiαxiβ) (4.36)
der einzelnen Fla¨chen, wobei die Summe u¨ber alle Gitterpla¨tze des betrachteten Be-
reichs geht. Als mi nutzen wir die Fla¨che der Gitterpla¨tze (〈d〉2). In Abb. 4.19(d) ist die
Wurzel aus dem Quotienten der mittleren xx -Komponente des Tra¨gheitstensors und der
Systembreite Lx dargestellt. Die vertikale Ausdehnung dieser Bereiche steigt signifikant
ab η ≥ 10. Dabei ist die Zunahme der Breite direkt proportional zu Ly . Reskalierung
durch ν(η)/ν(0) fu¨hrt zu einer konstanten Breite (orange Symbole). Das bedeutet, dass
der Massenanteil dieser scheraktiven Bereiche unabha¨ngig von der Koha¨sionszahl ist
und allein die steigende Porosita¨t zur Verbreiterung fu¨hrt.
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Zusammenfassung und Diskussion: Die Analysen in diesem Abschnitt zeigen, dass
die von dem Modell produzierten Ergebnisse weitestgehend im Einklang mit der
Literatur sind. Adha¨sionskra¨fte fo¨rdern die koha¨rente Bewegung der Partikel und
haben ab η ≥ 10 massiven Einfluss auf mechanische und strukturelle Eigenschaften
des Schu¨ttguts. Cluster aus agglomerierten Partikeln u¨bernehmen die Rolle einzel-
ner Partikel bei der Deformation des Schu¨ttguts. Die Quantifizierung einer charak-
teristischen Clustergro¨ße im quasistatischen Grenzfall ist schwierig. Die Korrela-
tionsfunktion von Geschwindigkeitsfluktuationen ist ungeeignet, da die Bewegung
des gesamten Systems korreliert ist. Lediglich die Dichte-Korrelationsfunktion zeigt
eine adha¨sionskraftabha¨ngige La¨ngenskala jenseits des Partikeldurchmessers, auf
welcher sich eine Anisotropie ausbreitet. Hohe Adha¨sionskra¨fte lassen eine fraktale
Substruktur erahnen, die jedoch mit df ≈ 1.95 relativ kompakt ist. In Kombination
mit der Analyse der Kontakt- sowie Autokorrelationszeit zeichnet sich folgendes
Bild ab: Die Bewegung des Haufwerks wird durch kurzlebige Cluster bestimmt, die
nicht fraktalen Aggregaten der Anfangskonfiguration entsprechen. Unterschiede der
fraktalen Dimension zu Studien zum Konsolidierungsverhalten [126, 19] sind wahr-
scheinlich auch auf den Einfluss von Kontaktdrehmomenten zuru¨ckzufu¨hren. Kon-
taktdrehmomente stabilisieren Kraftketten [238] und a¨ndern beim Konsolidierungs-
verhalten sowohl Plastizita¨tsindex [19] als auch die asymptotische Porosita¨t [151].
Ausreichend hohe Rollreibung verhindert sogar die Agglomeration der Partikel und
fo¨rdert eine eher kettena¨hnliche Haufwerkstruktur [19], die das mechanische Ver-
halten dominiert. Dies trifft fu¨r den hier gewa¨hlten Rollreibungskoeffizient nicht
zu.
Auch mit Adha¨sionskra¨ften ko¨nnen im Deformationsfeld mit Lees-Edwards-
Randbedingungen keine stationa¨ren Scherba¨nder beobachtet werden. Dennoch un-
terscheiden sich Fluktuationen der lokalen Scherrate koha¨siver granularer Materie
von der koha¨sionsloser. Der entstehende Porenraum ermo¨glicht das vermehrte Auf-
treten ra¨umlich kleiner Deformationsereignisse. Die Breite der gro¨ßten scheraktiven
Bereiche senkrecht zur Scherrichtung steigt ab η > 10. A¨hnliches Verhalten wurde
fu¨r die Breite stationa¨rer Scherba¨nder berichtet [117, 237]. Hier ist die Verbreiterung
jedoch proportional zur koha¨sionsbedingten A¨nderung der Packungsdichte.
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4.6. Zeitverfestigung
Aufgrund der Relevanz von Zeitverfestigung fu¨r die Bodenmechanik bildet die Unter-
suchung des Bruchverhaltens zementierter Proben, d.h. kleine Verzerrungen und ir-
reversibler Haftkraftverlust, einen Schwerpunkt der Literatur. Sofern keine natu¨rlich
zementierten Bodenproben vermessen werden, kann im Labor eine Verfestigung durch
Zugabe einer bestimmten Zementmenge (i.d.R. < 5 % der Probenmasse) erzielt werden
(siehe z.B. [41]). Abha¨ngig vom hydrostatischen Druck und Zementgehalt kann unter-
schiedliches Bruchverhalten beobachtet werden: Bei kleinen Spannungen und starker
Zementierung reagiert das Material eher spro¨de, wa¨hrend bei großen Spannungen und
schwacher Zementierung duktiles Verhalten beobachtet wird [40, 239, 240]. Erga¨nzt
werden diese experimentellen Studien durch numerische Arbeiten, in denen unterschied-
liche Modellierungsansa¨tze fu¨r Zementierung zu finden sind. Feststoffbru¨cken zwischen
den Partikeln die parallel zur regula¨ren Kontaktmechanik geschaltet werden [241] oder
diese vollsta¨ndig ersetzten [128, 242], Modellierung des Zement als weitere Partikel-
sorte [43, 44] oder Darstellung der Zementmatrix durch ein Gitter [243]. Essentiel-
ler Bestandteil der Modellierung zementierter Kontakte ist jedoch stets die Formu-
lierung eines Kriteriums fu¨r das Kontaktversagen [244, 241]. Dazu wird ein normal-
und adha¨sionkraftabha¨ngiger Schwellwert fu¨r Zug- und Scherkra¨fte sowie Drehomente
definiert, wie auch im hier verwendeten Modell (siehe Abs. 4.1.1).
Die Erkenntnisse aus den experimentellen und numerischen Studien lassen sich auf
Basis einer Dissipationsbilanz nach Taylor [245] wie folgt kondensieren: Die maximale
Schubspannung τfail wird durch drei Beitra¨ge bestimmt [246], die Arbeit zum Aufbre-
chen zementierter Kontakte, die innere Reibung des Haufwerks sowie Dilatanz. Vor
allem Dilatanz ist extrem pra¨parationsabha¨ngig [207] und die maximale Dilatanz muss
aufgrund der Bruchdynamik zementierter Kontakte nicht gleichzeitig mit dem Schub-
spannungsmaximum auftreten [247, 44]. Gelegentlich werden die (selbsterkla¨renden)
Pra¨parationsprotokolle cementation before load und load before cementation unter-
schieden [240]. Im letzteren Fall speichert die Zementierung elastische Energie in den
Kontakten, die beim Aufbruch frei wird und so das Bruchverhalten beeinflusst. Di-
latanz beim Spro¨dbruch zementierter Proben wird auf restzementierte Bruchstu¨cke
zuru¨ckgefu¨hrt [241]. Neben Zementierung kann jedoch auch eine u¨berkonsolidierte An-
fangskonfiguration Dilatanz verursachen. Es ist schwierig, beide Effekte experimentell
voneinander zu trennen, und deshalb ratsam, eine sehr lockere Anfangskonfiguration
zu verwenden [44]. Interpretiert man die Ergebnisse im Rahmen einer Mohr-Coulomb-
Theorie, herrscht Einigkeit daru¨ber, dass die makroskopische Koha¨sion mit Zement-
gehalt bzw. Adha¨sionskraftsta¨rke zunimmt [41, 42, 207, 248]. Kontrovers wird jedoch
diskutiert, ob die Zementierung auch Auswirkung auf die innere Reibung hat [44, 42].
In einer numerischen Studie zum Einfluss mikroskopischer Parameter auf das makro-
skopische Fließverhalten zementierter Proben behandelten Taboada et al. [207] un-
ter anderem diese Thematik. Die Simulationsergebnisse biaxialer Scherung mit der
Kontaktdynamik-Methode konnten gut mit einem Mohr-Coulomb-Modell beschrieben
werden, wobei die innere Reibung unabha¨ngig von der Zementierungssta¨rke ist und
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die makroskopische Koha¨sion linear mit dem Zementgehalt steigt. Als Anfangskonfi-
guration dieser 2D Untersuchung wurde eine dichte Packung (ν = 0.84) benutzt. In
einer weiteren Studie [248] wurde der Einfluss der Anfangskonfiguration behandelt, in-
dem isotrope Packungen unterschiedlicher Dichte mit fester Adha¨sionskraft untersucht
wurden. Dabei nutzten Estrada & Taboada die verschiedenen Deformationsmoden des
Biaxialtester (von isotroper Kompression zu volumenerhalterner Scherung), um die
Fließgrenze zementierter Proben genauer abzutasten. Die Fließgrenze konnte mit einer
Ellipse modelliert werden, wobei das Seitenverha¨ltnis und der hydrostatische Druck,
welcher den Mittelpunkt definiert, mit steigender Packungsdichte zunehmen. Fu¨r dich-
te Packungen (ν > 0.75) entartet die Ellipse zu einer Mohr-Coulomb a¨hnlichen Parabel.
Ein weiteres interessantes Ergebnis dieser Studie betrifft die Kontinuumsmodellierung
zementierter granularer Materie mit assoziierten Fließkriterien [249, 250], denn es wur-
de gezeigt, dass nur fu¨r kleine Packungsdichten der Deformationsvektor normal zur
Fließgrenze ist (Prinzip der Normalita¨t).
In den meisten Szenarien verhalten sich zementierte Proben mechanisch entfestigend,
d.h. mit andauernder mechanischer Belastung nimmt die Viskosita¨t (τ/γ˙) ab, a¨hnlich
thixotropem Verhalten. Kontrovers wird jedoch der stationa¨re Fließzustand, also der
Zustand bei großen Verzerrungen, diskutiert. Aufgrund von Scherlokalisierung bzw.
dem Bruch zementierter Proben, ko¨nnen konventionelle Triaxialversuche3 die Verzer-
rung nicht mehr korrekt aufnehmen und damit keine kritische Zustandslinie messen [42].
Wa¨hrend mehrere Studien zu dem Ergebnis kommen, dass die Zementierung bei großen
Verzerrungen keinen Einfluss mehr auf das mechanische Verhalten des Materials hat [41,
42, 207], zeigt eine kombinierte Studie aus Experimenten und DEM-Simulationen von
Wang & Leung [43, 44] Gegenteiliges. Hier bestimmen restzementierte Bruchstu¨cke in
Scherzonen das mechanische Verhalten bei großen Verzerrungen. Im Experiment wird
hingegen der stationa¨re Zustand nicht ganz erreicht und gemutmaßt, dass Ru¨cksta¨nde
der Zementierung auf der Partikeloberfla¨che das Fließverhalten bei großen Verzerrungen
beeinflussen. Ju¨ngere DEM-Studien besta¨tigten eine Scherlokalisierung in zementierten
Proben [128, 241], allerdings werden zementierte Kontakte innerhalb der Scherzonen
vollsta¨ndig aufgebrochen. Des Weiteren messen Estrada et al. [128] eine Zunahme der
Scherbandbreite mit steigender Normalspannung, betrachten jedoch nur einen Zeit-
punkt nach γ˙ t ≈ 2. Unklar ist, ob es sich wirklich um eine stationa¨re Scherbandbreite
handelt.
Die planare Scherung mit periodischen Randbedingungen in Scherrichtung ermo¨glicht
beliebig große Scherwege. Fu¨r das hier untersuchte Modell wird gekla¨rt, inwiefern eine
Restverbackung erhalten bleibt und sich stabile Scherzonen bilden. Wir beschra¨nken
uns jedoch nicht auf den Grenzfall zementierter Proben (tc →∞). Durch Variation von
tc wird auch die Verfestigung von Kontakten wa¨hrend der Simulation betrachtet. Das
Verha¨ltnis aus mittlerer Kontaktzeit und tc gibt an, ob die Scherung eher den adha¨sions-
oder den zementierungsbestimmten Grenzfall abbildet. Da die mittlere Kontaktzeit
bei Scherung durch γ˙ bestimmt wird, betrachten wir γ˙ tc als relevante dimensionslose
3Deformationsgesteuerte Stempel am oberen und unteren Ende einer Gummi-Membran Wand, die
von außen mit einer Flu¨ssigkeit zur Drucksteuerung umschlossen wird.
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Gro¨ße [169]. Entspricht die mittlere Kontaktzeit der Verfestigungszeit (γ˙ tc ≈ 1), ist
interessantes Verhalten zu erwarten.
Die ausgepra¨gte Pra¨parationsabha¨ngigkeit erschwert die Wahl einer ada¨quaten An-
fangskonfiguration. Um U¨berkonsolierung und die damit einhergehende Dilatanz zu
vermeiden, nutzen wir, inspiriert durch die experimentelle Prozedur zur Untersuchung
des Fließverhaltens [75], den kritischen Zustand als Anfangskonfiguration. Dieser ist nur
fu¨r zeitunabha¨ngige Adha¨sionskra¨fte, also fu¨r koha¨sive und koha¨sionslose Haufwerke,
bekannt. Den kritischen Zustand eines koha¨sionslosen Systems zu verwenden, entspricht
dem u¨blichen Protokoll zur Untersuchung zementierter Systeme. Durch Abb. 4.15 wis-
sen wir jedoch, dass die Packungsdichte des kritischen Zustands mit steigendem η
sinkt und somit die Verfestigung eines urspru¨nglich koha¨sionslosen Schu¨ttguts zu einer
u¨berverfestigten Packung im adha¨sionsbestimmten Grenzfall fu¨hrt. Aus diesem Grund
wa¨hlen wir einen zur Literatur diametralen Ansatz und nutzten den kritischen Zustand
des adha¨sionsbestimmten Grenzfalls. Auch wenn diese Wahl im Fall endlicher Verfes-
tigungszeit tendenziell unterverfestigt ist, kann nicht ausgeschlossen werden, dass rest-
zementierte Bruchstu¨cke zu einer Volumenzunahme beim Bruch der Probe fu¨hren. Um
den Einfluss von Adha¨sionskra¨ften bei nicht zu großem Dichteunterschied im Vergleich
zum koha¨sionslosen Fließen sicherzustellen, verwenden wir η(max) = 10. Durch Varia-
tion der Partikelanzahl bei festgehaltener Systembreite (Lx = 88) wird zusa¨tzlich der
Einfluss der Systemho¨he u¨berpru¨ft (dabei gilt Ly/Lx ≤ 2.5, siehe Abs. 4.3). Konfigu-
rationen werden verbacken, indem die Kontaktzeit um ∆ tk = 10
10
√
ρ 〈 d 〉2 /P erho¨ht
wird. Zu Beginn der Simulation sind somit alle Kontakte vollsta¨ndig adha¨siv (es gilt
∆tk  Max({tc})  T ). Im Gegensatz zur u¨blichen experimentellen Prozedur ist es
in den Simulationen mo¨glich, Kontaktzeiten instantan zu setzen [215]. Aufgrund des
quasistatischen Pra¨parationsprozesses wird darauf verzichtet die Probe zur Verbackung
zu entlasten. Zur weiteren Analyse wird die Probe bei unvera¨nderter Rate γ˙ = 5 · 10−5
um γ˙∆t > 30 geschert.
4.6.1. Bruchdynamik und stationa¨res Fließen: U¨ber Dilatanz und
Kontraktanz
Fu¨r alle untersuchten Systemgro¨ßen und Verfestigungszeiten gro¨ßer Null steigt die Pa-
ckungsdichte mit zunehmender Verzerrung und sa¨ttigt anschließend (Abb. 4.20, links).
Es wird keine Volumenzunahme beobachtet. Auch wenn die Abbildung ein rasches
Eintreten des stationa¨ren Zustands suggeriert (γ˙ t > 3.5), ist fu¨r einzelne Verfesti-
gungszeiten (γ˙ tc ≈ 1) nach einer Scherung um γ˙ t = 60 noch ein leichter Anstieg der
Packungsdichte messbar. Daru¨ber hinaus tritt der stationa¨re Zustand bei ho¨heren Sys-
temen spa¨ter ein, d.h. die Aufbruchzeit steigt mit Ly . Lediglich fu¨r N ≤ 12000 wird
im zementierungsbestimmten Grenzfall ein stationa¨rer Zustand innerhalb γ˙ tc ≤ 30
erreicht. Die Packungsdichte des stationa¨ren Zustands fu¨r γ˙ tc  1 entspricht einer
koha¨sionslosen Packung (Abb. 4.20, rechts), eine Restverbackung ist unwahrscheinlich.
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Abbildung 4.20.: Exemplarische Darstellung des zeitlichen Verlaufs der Packungsdichte fu¨r
verschiedene Verfestigungszeiten tc (links) sowie die mittlere Packungsdichte im stationa¨ren
Zustand in Abha¨ngigkeit der Verfestigungszeit (rechts). Daten fu¨r N = 6000.
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Abbildung 4.21.: Links: Bruchdynamik in Form des Anteils verbackener Kontakte (Kon-
taktzeit > tc) u¨ber γ˙ t fu¨r verschiedene Systemgro¨ßen und Verfestigungszeiten tc  1/γ˙. Die
schwarz gestrichelte Linie markiert e−γ˙t . Rechts: Anteil verbackener Kontakte nach Verzer-
rung von γ˙ t ≈ 30.
A¨hnlich der Packungsdichte offenbart auch die Bruchdynamik, d.h. die Entwicklung
des Anteils verbackener Kontakte Zeitskalen gro¨ßer γ˙−1. Dabei werden alle Kontakte
als verbacken bezeichnet, deren Kontaktzeit die Verfestigungszeit tc u¨berschreitet. Fu¨r
Verfestigungszeiten γ˙ tc  1 (zementierender Grenzfall) demonstriert der linke Graph
in Abb. 4.21 den Aufbruch unterschiedlicher Systemgro¨ßen. Wa¨hrend kleine Systeme
z.T. unter Drehung eine charakteristische Bruchzeit von 1/γ˙ aufweisen, sind die gro¨ßten
Systeme auch nach γ˙ t ≈ 30 noch zu 40 % verbacken. In Abha¨ngigkeit der Systemho¨he
ko¨nnen zwei verschiedene Bruchdynamiken des zementierungsbestimmten Grenzfalls
beobachtet werden. Kleinere Systeme brechen homogen wa¨hrend sich bei gro¨ßeren Sys-
temen ein Riss in x-Richtung bildet, der sich mit zunehmender Scherdeformation ver-
breitert (siehe Abb. 4.22). Diese Rissverbreitung geht einher mit dem exponentiellen
Abfall zementierter Kontakte und einer charakteristischen Bruchzeit von ≈ 80/γ˙ fu¨r die
gro¨ßten Systeme. Dabei ko¨nnen spontane Drehungen auch zu schnellerem Aufbrechen
fu¨hren (siehe N = 12 ·103 in Abb. 4.21 rechts). Unter Beru¨cksichtigung dieser charakte-
ristischen Bruchzeit und der Systeme im stationa¨ren Zustand kann die Schlussfolgerung
gezogen werden, dass der stationa¨re Fließzustand im zementierenden Grenzfall dem sta-
tiona¨ren Fließen einer koha¨sionslosen Packung gleicht. Es bleibt keine Restverbackung
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erhalten (siehe Abb. 4.21, rechts). Im Grenzfall tc → 0 bleiben per Definition alle
Kontakte verbacken. Lediglich fu¨r Verfestigungszeiten in Gro¨ßenordnung der inversen
Scherrate zeigt sich eine Teilverbackung des Systems, d.h. einige Kontakte erfahren die
maximale Adha¨sionskraft, wa¨hrend andere keiner Zugbelastung standhalten. Abha¨ngig
von der ra¨umlichen Verteilung begu¨nstigt dies Scherheterogenita¨ten.
(a) init. (b) γ˙ t ≈ 0.5 (c) γ˙ t ≈ 1 (d) γ˙ t ≈ 2.5
(e) init. (f) γ˙ t ≈ 0.5 (g) γ˙ t ≈ 4 (h) γ˙ t ≈ 25
Abbildung 4.22.: Momentaufnahmen des Kontaktnetzwerks im zementierungsbestimmten
Grenzfall fu¨r N = 6000 (oben) und N = 15000 (unten). Partikel sind als hellgraue Kreise,
zementierte Kontakte als dunkelgraue Balken dargestellt.
Die Analyse der Fluktuationen der lokalen Scherrate liefert einen deutlichen Hinweis
auf ein inhomogenes Scherprofil (Abb. 4.23). Mit gleicher Methodik wie in den vor-
herigen Abschnitten wird das Feld der lokalen Scherrate auf einem Quadratgitter mit
Gitterkonstante 〈d〉 ausgewertet (entspricht coarse-graining-La¨nge). Dargestellt ist die
Varianz der lokalen Scherrate (Abb. 4.23, links) sowie die durch Clusteranalyse4 gewon-
nen Gro¨ßenverteilung scheraktiver Bereiche (Abb. 4.23, rechts). Beide Gro¨ßen zeigen
extremales Verhalten um γ˙ tc ≈ 1: Sowohl die Varianz der lokalen Scherrate, als auch
die mittlere Fla¨che von Bereichen mit Γ˙yx > Var(Γ˙yx )
1/2 zeigen ein Maximum bei
γ˙ tc ≈ 0.2. Die WDV scheraktiver Bereiche offenbart, dass die Scherung um γ˙ tc ≈ 0.2
lokalisiert.
Das Scherratenfeld ermo¨glicht eine genauere Behandlung der Frage nach Dilatanz.
Wa¨hrend mit der oben dargestellten Messung festgestellt wurde, dass Systeme im
4siehe Abschnitt 4.4 fu¨r Details zur Analyse.
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Abbildung 4.23.: Links: Varianz der lokalen Scherrate im stationa¨ren Zustand in
Abha¨ngigkeit von tc (N = 6000). Die gestrichelten Linien entsprechen dabei dem Grenz-
fall tc → 0. Rechts: Anzahlverteilung zusammenha¨ngender Fla¨chen mit Γ˙yx > Var(Γ˙yx )1/2.
Der Inset zeigt das erste Moment der dargestellten Verteilungen in Abha¨ngigkeit von γ˙ tc.
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Abbildung 4.24.: Packungsdichte von Bereichen mit Γ˙yx > γ˙ im Verha¨ltnis zur mittle-
ren Packungsdichte (links) und makroskopischer Reibungskoeffizient (rechts) des stationa¨ren
Zustand in Abha¨ngigkeit von tc fu¨r N = 6000. Die Fehlerbalken entsprechen der Standardab-
weichung.
Mittel unter Scherdeformation verdichten, zeigt die Analyse des Verha¨ltnis der loka-
len Packungsdichte in Bereichen mit Γ˙yx > γ˙ zur mittleren Dichte des Systems ein
differenzierteres Bild (Abb. 4.24, links). Bereiche mit Γ˙yx > γ˙ besitzen sowohl im
adha¨sionsbestimmten als auch im zementierungsbestimmten Grenzfall eine kleinere Pa-
ckungsdichte, d.h. zeigen Dilatanz. Die Antikorrelation zwischen Packungsdichte und
lokaler Scherrate ist bekannt [164]. Exotisch ist hingegen der inverse Fall, also die Kor-
relation von Packungsdichte und lokaler Scherrate im Bereich γ˙ tc ≈ 1. Hier u¨bersteigt
die Packungsdichte in Bereichen mit Γ˙yx > γ˙ die mittlere Packungsdichte. Ein bemer-
kenswertes Ergebnis, das jedoch den geringeren Adha¨sionskra¨ften durch ku¨rze Kon-
taktzeiten geschuldet ist.
Die Abha¨ngigkeit des mechanischen Verhaltens von tc offenbart ein a¨hnliches Bild. Fu¨r
alle tc > 10
−2/γ˙ entfestigt das System mit steigender Scherdeformation, d.h. µmakro
nimmt mit steigender Scherdeformation ab ohne ein Maximum zu durchlaufen (nicht
abgebildet). Der makroskopische Reibungskoeffizient im stationa¨ren Zustand zeigt einen
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stetigen U¨bergang zwischen den Grenzfa¨llen des Reibungskoeffizienten koha¨siver und
koha¨sionsloser Haufwerke (Abb. 4.24, rechts) und kann mit der Funktion
µmakro(tc) = µ
(∞)
makro + (µ
(0)
makro − µ(∞)makro) e−tc/t
∗
c (4.37)
modelliert werden, welche durch das Zeitverfestigungsgesetz (Gl. (4.2)) inspiriert ist.
Dabei beschreibt µ
(0)
makro den Reibungskoeffizient im Grenzfall tc → 0 und µ(∞)makro den
Reibungskoeffizienten koha¨sionsloser Materie. Die durch Fit bestimmte ausgezeich-
nete Verbackungszeit in Gl. (4.37) betra¨gt γ˙ t∗c ≈ 0.2 und entspricht in etwa dem
Maximum der Varianz von Γ˙yx . Dies widerspricht zuna¨chst der Erwartung, dass der
U¨bergang um γ˙ tc = 1 zentriert ist, wenn die Verfestigungszeit der mittleren Kon-
taktzeit (na¨herungsweise 1/γ˙) entspricht. Dieser Zusammenhang gilt jedoch nicht fu¨r
inhomogene Scherung, d.h. den Schlu¨ssel zum Versta¨ndnis dieser ausgezeichneten Ver-
backungszeit liefert die Analyse von Scherlokalisierung im na¨chsten Abschnitt.
4.6.2. Scherlokalisierung in zeitverfestigender granularer Materie
Um die Frage zu beantworten warum die ausgezeichnete Verfestigungszeit t∗c nicht 1/γ˙
entspricht, betrachten wir zuna¨chst ein einfaches, eindimensionales Modell. Nehmen
wir an, dass die Deformation auf einen Bereich der Breite wsb beschra¨nkt sei. Die
Scherrate innerhalb dieses Bereiches sei konstant und außerhalb Null. Konform mit der
Randbedingung Gl. (4.26) ist die Scherrate dann durch
Γ˙yx (y) = γ˙
Ly
wsb
H
(wsb
2
− |y − ysb|
)
(4.38)
gegeben, wobei ysb die Scherbandposition beschreibt. Die mittlere Kontaktzeit im Scher-
band kann durch die inverse Scherrate, also tk ≈ wsb/(γ˙ Ly), abgescha¨tzt werden. Falls
Konfigurationen bevorzugt werden, in denen der scheraktive Bereich um ysb nicht verba-
cken ist, sollte die Kontaktzeit in diesem Bereich tk ≤ tc sein. Zur groben Abscha¨tzung
setzten wir
tc = tk =
wsb
γ˙ Ly
⇔ wsb = γ˙ tc Ly , (4.39)
d.h. es ergibt sich ein linearer Zusammenhang zwischen Scherbandbreite und Verfes-
tigungszeit. Je schneller Kontakte verbacken, umso kleiner muss das Scherband sein,
damit unverbackene Kontakte existieren. Es ist davon auszugehen, dass eine untere
Schranke fu¨r wsb existiert, da Scherba¨nder i.d.R. eine endliche Breite aufweisen [13, 14].
Diese untere Schranke definiert nach Gl. (4.39) ein t∗c , ab welchem Scherlokalisierung
bevorzugt wird. Scha¨tzten wir die minimale Scherbandbreite mit 10〈d〉 ab [13], folgt fu¨r
die hier betrachteten Systemgro¨ßen γ˙ t∗c ≈ 0.14, was in etwa dem U¨bergang entspricht.
Sicherlich sind Proportionalita¨tskonstanten in Gl. (4.39) zu beachten und eine minima-
le Breite zu bestimmten. Dennoch liefert dieses Modell die Idee fu¨r γ˙ t∗c 6= 1. Daru¨ber
hinaus impliziert eine minimale Scherbandbreite einen scharfen U¨bergang zum homo-
genen Fließen bei kleinen tc und Gl. (4.39) einen linearen Zusammenhang zwischen
Scherbandbreite und Verfestigungszeit.
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Diese qualitativen Aussagen zum Verhalten zeitverfestigender granularer Materie sollen
durch eine genauere Analyse verfeinert werden. Dazu modellieren wir Momentaufnah-
men des Scherratenprofils, trotz der Erkenntnis aus Abschnitt 4.3.1, durch eine charak-
teristische Funktion. Inspiriert durch die Scherbandmessungen fernab von Wa¨nden von
Fenistein et al. [14, 251] nutzen wir fu¨r alle tc die Gauß-Funktion
Γ˙(y) = γ˙
Ly√
2pi wsb erf(
Ly
2
√
2wsb
)
e
− 1
2
(y−ysb)2
w2
sb . (4.40)
Als Gu¨tekriterium fu¨r die Qualita¨t des Fits dient das Verha¨ltnis aus der Summe der qua-
dratischen Abweichungen von Messwerten und Theorie zur Varianz der lokalen Scherra-
te. Konventionell wird dieses Verha¨ltnis von Eins abgezogen und als Bestimmtheitsmaß
R2 bezeichnet. Oft bei linearer Regression angewandt, gibt R2 an, ob ein linearer Zu-
sammenhang die Daten besser als eine Konstante beschreibt. Fu¨r schlechte Modelle
ist die Summe der quadratischen Abweichungen zum theoretischen Wert nicht wesent-
lich kleiner als die Varianz aller Messwerte, was einem R2 nahe Null entspricht. Gibt
es keine Abweichung zwischen Theorie und Messwerten ist R2 = 1. Die Verwendung
des Bestimmtheitsmaßes bei nicht-linearer Regression ist etwas diffiziler. Es muss ein
Schwellwert fu¨r R2 definiert werden, ab welchem die Gu¨te der theoretischen Beschrei-
bung hinreichend ist. Eine optische Kontrolle unterschiedlichster Zeitpunkte zeigt, dass
Fits mit R2 > 0.9 den Verlauf der lokalen Scherrate hinreichend genau beschreiben
(siehe Abb. 4.25(a) und 4.25(b)).
In den beiden Grenzfa¨llen tc → 0 und tc → ∞ fluktuiert die lokale Scherrate stark
und wird nur fu¨r wenige Momentaufnahmen gut durch Gl. (4.40) beschrieben. Ge-
messene Scherbandbreiten variieren zwischen wenigen Partikeldurchmessern und einem
Vielfachen der Systembreite (wsb →∞ entspricht einem linearem Profil). Im Gegensatz
dazu ist das Scherratenprofil fu¨r γ˙ tc ≈ 1 stark lokalisiert, d.h. gaußfo¨rmig mit einer
konstanten Breite die mit der Verfestigungszeit wa¨chst (Abb. 4.25(b)). Der Inset von
Abb. 4.25(c) zeigt das Bestimmtheitsmaß in Abha¨ngigkeit von tc. Lediglich um γ˙ tc ≈ 1
gilt im Mittel R2 > 0.9. Im Gegensatz zur Scherbandbreite ist die Position des Scher-
bands ysb zeitlich nicht na¨herungsweise konstant (Abb. 4.25(d)). Rotationsereignisse
vera¨ndern die Scherbandposition sprungartig. Daru¨ber hinaus gibt es auch eine langsa-
me Bewegung von ysb. Die mittlere quadratische Verschiebung offenbart subdiffusives
Verhalten (∝ (∆t)1/3, nicht abgebildet), wobei das Beobachtungsintervall γ˙∆t ≤ 10
nur eine unzureichende Basis fu¨r eine genaue Bestimmung liefert. Mo¨glich wa¨re, dass
die Bewegung des Scherbands durch Gradienten der lokalen Packungsdichte getrieben
wird und somit pra¨parationsabha¨ngig ist.
Im Rahmen einer lokalen Rheologie kann das Auftreten von stationa¨ren Scherba¨ndern
im eigentlich homogenen Fluss zeitverfestigender Schu¨ttgu¨ter qualitativ verstanden
werden. Grundlage bildet das Prinzip minimaler Energiedissipation [252, 253], welches
im Kontext granularer Materie bereits zur Vorhersage der Scherbandposition beim sta-
tiona¨ren Fluss mit definierten Randbedingungen benutzt wurde [254, 205, 255]. Unter
der Annahme, dass die zur Scherung geleistete Arbeit vollsta¨ndig dissipiert, ist die Dis-
sipationsrate proportional zum Produkt aus Schubspannung τ und Scherrate γ˙ [62]. Fu¨r
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γ tc = 10-12
R
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2 ≈ 0.92, wsb ≈ 3518.
R
2 ≈ 0.55, wsb ≈ 88.67
-30 -20 -10 0 10 20 30
0
1
2
3
4
5
6
7
y / 〈 d 〉
Γ y
x
/
γ
(a) Momentaufnahmen fu¨r γ˙ tc = 10
−12
γ t c
2e-1
5e-1
8e-1
-30 -20 -10 0 10 20 30
0
1
2
3
4
5
6
7
y / 〈 d 〉
Γ y
x
/
γ
(b) Momentaufnahmen fu¨r γ˙ tc ≈ 1
γ t c
1e-12
2e-1
5e-1
8e-1
1000
0 5 10 15 20 25 30
0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
0.25
0.30
0.35
wsb
n
(
w
s
b
)
10
-2
10
-1
10
0
10
1
10
2
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
γ t c
R
2
(c) WDV der Scherbandbreite
γ t c
1e-1
2e-1
8e-1
0 2 4 6 8 10 12 14
-30
-20
-10
0
10
20
30
γ Δt
y
s
b
/
〈d
〉
(d) Zeitverlauf der Scherbandposition
Abbildung 4.25.: Anpassung eines gaußschen Scherratenprofils an Momentaufnahmen des
Scherratenfelds: Beispielbilder der lokalen Scherrate Γ˙yx inkl. Fit (oben). WDV der Scher-
bandbreite und Zeitverlauf der Scherbandposition (unten). Der Inset von (c) zeigt die mittlere
Gu¨tezahl des Fit, der schattierte Bereich das Intervall zwischen 0.1-Quantil und 0.9-Quantil.
das betrachtete System ist die Schubspannung i.A. auch eine Funktion der Scherrate.
Aus Gleichung (2.7) folgt
τ(γ˙) = τmin(η) + b(η)
√
m P γ˙ , (4.41)
wobei sowohl die kritische Schubspannung τmin (vgl. Abschnitt 4.5), als auch der Koef-
fizient b na¨herungsweise linear mit der Koha¨sionszahl η steigen [64]. Aus dem mikro-
skopischen Kontaktgesetz (4.2) folgt eine i.A. inhomogene Koha¨sionszahl
η = η(max)
(
1− e− tk(γ˙)tc
)
, (4.42)
mit einer noch zu bestimmenden Kontaktzeit tk, die von der Scherrate abha¨ngt. Diese
Funktion kann jedoch nicht ohne weitere Annahmen spezifiziert werden. Die Kombina-
tion aus Gleichungen (4.41) und (4.42) liefert
τ(γ˙, tc) = τ(0) + α˜
(
1− e− tk(γ˙)tc
)
+
(
b˜0 + b˜1
(
1− e− tk(γ˙)tc
))
γ˙ , (4.43)
wobei sowohl die Schubspannung τ(0), als auch α˜ = α · η(max) in Abschnitt 4.5 gemes-
senen worden sind. Die Koeffizienten der Scherrate in Gleichung (4.43) (b˜0, b˜1) sind fu¨r
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das hier verwendete Kontaktmodell unbestimmt, jedoch bietet die Literatur b˜0 ≈
√
pi/4
und b˜1 ≈ 25/80
√
pi/4 an [64]. Zur weiteren Auswertung vollziehen wir den U¨bergang
zu einer lokalen Rheologie, d.h. betrachten die lokale Scherrate Γ˙(y) ≡ Γ˙yx (y) als Funk-
tion der Ho¨he. Die Zeitabha¨ngigkeit der lokalen Scherrate soll fu¨r diese Betrachtung
zuna¨chst vernachla¨ssigt werden. Die Kontaktzeit in einer Schicht der Ho¨he y wird durch
die inverse Scherrate bestimmt. Hier setzten wir
tk(y) =
1
Γ˙(y)
, (4.44)
Die Kombination aus Gl. (4.43) und (4.44) liefert die Dissipationsrate
Wdis(tc)
[
Γ˙
]
=
Ly/2∫
−Ly/2
τ
(
Γ˙(y), η
(
Γ˙(y), tc
))
Γ˙(y) dy (4.45)
als Funktional der lokalen Scherrate Γ˙, die aufgrund der vernachla¨ssigten Zeitabha¨ngig-
keit bis auf einen Faktor der dissipierten Energie entspricht. Aufgrund des gaußfo¨rmigen
Scherratenprofils fu¨r Verfestigungszeiten γ˙ tc ≈ 1 nutzten wir im Folgenden Gl. (4.40)
zur Auswertung der Dissipationsrate. Damit reduziert sich Wdis(tc)[ Γ˙ ] auf eine Funk-
tion der Verfestigungszeit tc und Scherbandbreite wsb, deren Minimum zu bestimmen
ist. In den beiden Grenzfa¨llen (tc → 0 und tc → ∞) la¨sst sich das Integral aus Glei-
chung (4.45) analytisch lo¨sen. Fu¨r endliches tc wurde eine numerische Integration mit
Hilfe des Computer Algebra System Mathematica durchgefu¨hrt.
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Abbildung 4.26.: Dissipationsrate in Abha¨ngigkeit der Scherbandbreite fu¨r verschiedene
Verfestigungszeiten bei Ly = 120 (links) und minimale Scherbandbreite fu¨r verschiedene Ly
(rechts).
Sowohl fu¨r den zementierungs- als auch den adha¨sionsbestimmten Grenzfall fa¨llt die
geleistete Arbeit monoton mit zunehmender Scherbandbreite, d.h. homogener Fluss
wird vorhersagt (w
(min)
sb → ∞). In einem kleinen Bereich um γ˙ tc ≈ 1 zeigt die Dis-
sipationsrate ein Minimum bei endlichem wsb (Abb. 4.26, links). Der rechte Graph in
Abb. 4.26 zeigt das Minimum der Dissipationsrate als Funktion der Verfestigungszeit
fu¨r verschiedene Systemho¨hen. In einem Bereich endlicher Breite um γ˙tc ≈ 1 liegt das
Minimum der Dissipationsrate bei endlichen Scherbandbreiten. Die Scherbandbreite
steigt dabei sublinear mit tc, anders als im Modell mit stufenfo¨rmigem Scherratenprofil
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(Gl. (4.38)) prognostiziert. Der Koeffizient wa¨chst linear mit der Systemgro¨ße. Sowohl
die Breite des Bereiches der Scherlokalisierung, als auch w
(min)
sb werden durch die Koeffi-
zienten der Scherrate in Gl. (4.43) beeintra¨chtigt. Der U¨bergang zum homogenen Fluss
in Abha¨ngigkeit von tc ist unstetig.
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Abbildung 4.27.: Scherbandbreite in Abha¨ngigkeit der Verfestigungszeit fu¨r verschiedene
Systemho¨hen. Das Intervall zwischen 0.1-Quantil und 0.9-Quantil ist schattiert. Die durch-
gezogene Linie verbindet die durch das Prinzip minimaler Energiedissipation vorhergesagten
Scherbandbreiten.
Abb. 4.27 zeigt einen Vergleich zwischen den gemessenen Scherbandbreiten durch An-
passung eines gaußfo¨rmigen Scherratenprofils und der theoretischen Scherbandbreite
nach dem Prinzip minimaler Energiedissipation unter Annahme einer gaußfo¨rmigen
Scherrate. Aufgrund der
”
Ausreißer“ von wsb bei nahezu homogener Scherung wurde
der Median benutzt und die Verteilung der gemessenen Werte wie folgt angedeutet:
Die schattierte Zone entspricht dem Bereich zwischen 0.1-Quantil und 0.9-Quantil der
Verteilung. Es zeigt sich eine qualitativ korrekte Abscha¨tzung der Funktion w
(min)
sb (tc)
um γ˙ tc ≈ 1. Die gemessene Scherbandbreite nimmt sublinear mit tc zu und steigt mit
der Systemgro¨ße, wird allerdings von der Theorie systematisch um einen Faktor ≈ 5
unterscha¨tzt. Es existiert ein minimales wsb ≈ 4, welches mit typischen Scherband-
breiten in koha¨sionsloser granulare Materie u¨bereinstimmt [13]. Wa¨hrend die Theorie
einen scharfen U¨bergang zwischen lokalisierter Scherung und homogenen Fluss vorher-
sagt, sind die Grenzbereiche in Abha¨ngigkeit von tc in den Simulationen schwer zu
erfassen. Hier versagt vor allem die Annahme einer gaußfo¨rmigen Scherlokalisierung,
wie die schattierten Bereiche zeigen. Dennoch liefert das Modell erstaunlich gute Re-
sultate in Anbetracht der vereinfachenden Annahmen, die im Folgenden zusammen mit
mo¨glichen Erweiterungen diskutiert werden sollen.
Eine eklatante Differenz zwischen Simulationsergebnissen und Theorie liegt in der mi-
nimalen Scherbandbreite. Dabei sei angemerkt, dass der Einfluss der coarse-graining-
La¨nge ` = 〈d〉 vernachla¨ssigt werden kann. Weder Verdoppelung noch Halbierung
von ` fu¨hren zu einer signifikanten A¨nderung. Da allein der Partikeldurchmesser ei-
ne charakteristische La¨nge der lokalen Rheologie darstellt, ist es u¨berraschend, dass
eine andere, endliche charakteristische La¨ngenskala vorhergesagt werden kann. Un-
klar ist, ob die Unterscha¨tzung von wsb auf den Mangel einer anderen intrinsischen
La¨ngenskala zuru¨ckzufu¨hren ist. Das Prinzip minimaler Energiedissipation ist nicht
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infrage zu stellen, sondern die formulierte Dissipationsrate. Muss der Theorie ein wei-
terer La¨ngenparameter hinzugefu¨gt werden? In der vorgestellten Theorie verhindert
die lineare Zunahme der Schubspannung mit Γ˙ (konstitutives Gesetz Gl. (2.7)) den
Fall wsb → 0. Gro¨ßere Scherbandbreiten ko¨nnen demnach erwirkt werden, wenn der
Koeffizient der Scherrate b˜(η) als Fitparameter genutzt, oder eine minimale Scher-
bandbreite in Gl. (4.40) beru¨cksichtigt wird. Um wsb ≈ 4 zu reproduzieren, mu¨sste der
Koeffizient der Scherrate jedoch um einen Faktor 10 − 20 erho¨ht werden. Auch wenn
es sich um einen Materialparameter handelt, ist ein solcher Faktor unrealistisch groß.
Daru¨ber hinaus wu¨rde der Einfluss der Systemho¨he bei Verwendung dieses Fitpara-
meters u¨berscha¨tzt. Eine minimale Scherbandbreite wu¨rde hingegen den funktionalen
Zusammenhang wsb(tc) nicht korrekt reproduzieren.
Anstatt in der Theorie Fitparameter einzufu¨hren wa¨re eine Revision der verwendeten
Na¨herungen ratsam. Dies betrifft prima¨r den Zusammenhang zwischen Kontaktzeit
und Scherrate und damit die Voraussetzung zur Verwendung eines eindimensionalen
Modells: Translationsinvarianz in Scherrichtung (x ). Die Kontaktzeit wird nicht allein
von Γ˙yx , sondern auch von Γ˙xy bestimmt. Rotation von Clustern jedweder Gro¨ße fu¨hren
zu einem Aufbrechen der Kontakte zwischen den rotierenden Clustern. Abha¨ngig von
den Adha¨sionskra¨ften brechen die Kontakte innerhalb des Clusters hingegen fast nicht.
Dies fu¨hrt zu einer inhomogenen Kontaktzeitverteilung tk(x , y), die nicht allein auf die
Scherrate Γ˙yx zuru¨ckzufu¨hren ist. Da es sich um keine stationa¨ren Wirbel handelt, ist
die Beru¨cksichtigung dieses Effekt in der Theorie schwierig.
Daru¨ber hinaus ist auch die Vernachla¨ssigung der Zeitabha¨ngigkeit von Γ˙(y) proble-
matisch. Zwar prophezeit die Theorie ein lineares Scherprofil (wsb  Ly) im adha¨sions-
und zementierungsbestimmen Grenzfall, dies ist jedoch nur im zeitlichen Mittel kor-
rekt. Denkbar wa¨re deshalb eine Gauß-Funktion als Ansatz fu¨r das zeitlich gemittelte
Scherratenfeld. Um weiterhin das Prinzip minimaler Energiedissipation anwenden zu
ko¨nnen, bedingt ein solcher Ansatz die Modellierung von Fluktuationen, zumindest
na¨herungsweise. Kurze Korrelationszeiten (vgl. Abb. 4.18) legen eine statistische Mo-
dellierung nahe. Vorstellbar wa¨re die Idee von der Forschergruppe Groupement De
Recherche Milieux Divise´s aufzugreifen und auf Basis der Prandtlschen Mischla¨nge ei-
ne nicht-lokale Rheologie zu beru¨cksichtigen [15]. Prandtl verknu¨pfte Fluktuationen
v ′ im Stro¨mungsfeld einer Flu¨ssigkeit in einem Rohr mit dem zeitlich gemittelten
Stro¨mungsfeld v durch v ′ ∝ `w∂yv [200]. Die dabei verwendete La¨nge `w entspricht
einem Wirbeldurchmesser und ko¨nnte angewandt auf das oben geschilderte Problem
zeitlich fluktuieren. Die Korrelationsla¨nge der Fluktuationen (vgl. Abb. 4.5) ko¨nnte
auch als Motivation dienen die Fluktuationen am Ort y proportional zur Kru¨mmung
des zeitlich gemittelten Feldes zu setzen. Auch hier wa¨re eine zeitabha¨ngige Proptiona-
lita¨tskonstante vorstellbar. Solche Modifikationen wu¨rden Fluktuationen natu¨rlich eher
qualitativ behandeln, stellen aber im Gegensatz zu Fitparametern jedoch sinnvolle Er-
weiterungen dar.
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Zusammenfassung und Ausblick: Untersucht wurde das Aufbrechen und der stati-
ona¨re Fließzustand lockerer, verbackener Proben (kritischer Zustand fu¨r η = 10)
unter Variation der Verfestigungszeit tc. Fu¨r alle Verfestigungszeiten tc > 10
−2/γ˙
verha¨lt sich das System mechanisch entfestigend, d.h. Probevolumen und Schub-
spannung sinken mit steigender Scherdeformation. Das Bruchverhalten ist system-
gro¨ßenabha¨ngig. Im zementierungsbestimmten Grenzfall großer Systeme wa¨chst
der initiale Riss mit steigender Scherdeformation und fu¨hrt zu einer stu¨ckweise
exponentiellen Abnahme des Anteils verbackener Kontakte mit Bruchzeiten der
Gro¨ßenordnung 100/γ˙. Kleinere Systeme brechen homogen auf einer Zeitskala ≈
1/γ˙. Der stationa¨re Zustand des adha¨sions- und zementierungsbestimmten Grenz-
falls entspricht einem homogenen Deformationsfeld ohne Restverbackung. Im Be-
reich γ˙ tc ≈ 1 lokalisiert die Deformation, d.h. fu¨r Verfestigungszeiten ≈ 1/γ˙ gibt
es keinen homogenen Fluss. Das Scherratenprofil in diesem Bereich la¨sst sich durch
eine Gauß-Funktion approximieren. Die Scherbandbreite wa¨chst mit der Verfesti-
gungszeit tc. Aufgrund geringerer Adha¨sionskra¨fte durch ku¨rzere Kontaktzeiten ist
die Packungsdichte innerhalb der Scherzone gro¨ßer als die mittlere Packungsdichte,
d.h. es tritt Kompaktanz statt Dilatanz auf. Im Rahmen einer lokalen Rheologie
kann diese Scherlokalisierung mit dem Prinzip minimaler Dissipation qualitativ vor-
hergesagt und verstanden werden. Dabei werden die in der Simulation beobachteten
Scherbandbreiten unterscha¨tzt.
Neben der Anwendung des Zeitverfestigungsmodells in 3D Simulationen wa¨re ein
direkter Vergleich zu wandgetriebenen Simulationen interessant. Unklar ist, ob auch
mit Wand die Scherbandbreite von γ˙ tc abha¨ngt, oder stets einer minimalen Breite
entspricht. Dies ko¨nnte auch experimentell u¨berpru¨ft werden, wobei statt tc wahr-
scheinlich γ˙ zu variieren ist (siehe auch na¨chstes Kapitel). Da in wandgetriebenen
Simulationen die Rotation des gesamten Systems unterdru¨ckt wird, kann die Dy-
namik der Scherbandbewegung einfacher u¨berpru¨ft und quantifiziert werden. Hier
ist auch der Einfluss der Anfangskonfiguration und eine mo¨gliche Kausalita¨t zur
Bewegung der Scherbandmittelpunkte zu pru¨fen. Daru¨ber hinaus kann die Theorie
zur Scherlokalisierung unter Beru¨cksichtigung von Fluktuationen und einer nicht-
lokalen Rheologie erweitert werden.
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KAPITEL 5
Modellierung des Fließverhaltens von
Kaliumchlorid
In diesem Kapitel wird Kaliumchlorid als Beispielmaterial fu¨r Schu¨ttgu¨ter mit Zeitver-
festigung betrachtet. Es handelt sich um einen bei Raumtemperatur kristallinen Fest-
stoff mit kubischer Gitterstruktur der industriell vielseitig eingesetzt wird. Einsatzge-
biete sind in der Lebensmittelindustrie als Festigungsmittel und Geschmacksversta¨rker
(E 508), oder zur Fertigung von Kalidu¨nger. Als hochdosierte Injektion fu¨hrt Kalium-
chlorid zum Herzstillstand und wird deshalb auch fu¨r Hinrichtungen mit Giftspritze
verwendet [256].
Wir betrachten ein Schu¨ttgut aus µm großen Kaliumchloridpartikeln und stellen auf
Grundlage mikroskopischer sowie makroskopischer Experimente ein Kontaktmodell vor,
welches das Fließverhalten abbildet. Offene Parameter des Kontaktmodells werden mit
Hilfe der Partikelform bestimmt und zur Kalibrierung genutzt. Anschließend wird ei-
ne Validierung durchgefu¨hrt. Analysen der Struktur sowie der Einfluss der Modellie-
rung von Adha¨sionskra¨ften auf das makroskopische Verhalten liefern dabei wichtige
Erkenntnisse zum Versta¨ndnis der Rheologie koha¨siver und zeitverfestigender Medien.
Die Ergebnisse dieses Abschnitts wurden in Kooperation mit S. Strege, H. Zetzener
und A. Kwade vom Institut fu¨r Partikeltechnik der TU Braunschweig erarbeitet und
in [215] vero¨ffentlicht. Alle experimentelle Ergebnisse stammen von S. Strege und sollen
zum Versta¨ndnis dieses Kapitels auszugsweise wiedergegeben werden. Weitere Details
zu Experimenten sind der Vero¨ffentlichung zu entnehmen.
Zur Modellfindung sind sowohl das mechanische Verhalten des verfestigten Schu¨ttguts
als auch die Kontaktmechanik der Partikel und deren Auswirkung auf das Partikel-
ensemble relevant. Die experimentelle Untersuchung der Kontaktmechanik µm großer
Partikel ist sehr anspruchsvoll [106]. So erfordert z.B. die Bestimmung der Bruchfes-
tigkeit von Feststoffbru¨cken zwischen einzelnen Partikeln eine extreme Expertise. Dies
wurde von Bro¨ckel et. al [257, 258] fu¨r mm große Harnstoffpartikel durchgefu¨hrt. Der
Durchmesser der Feststoffbru¨cke und damit die Stabilita¨t der Verbindungen zwischen
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diesen Harnstoffpartikeln wird maßgeblich durch Temperatur und Luftfeuchtigkeit be-
einflusst. Auch wurde ein Regime hoher Temperaturen und Feuchtigkeit identifiziert,
in dem sich die Partikel vollsta¨ndig auflo¨sen. Fru¨here Arbeiten zu diesem Thema fo-
kussierten lediglich die mechanischen Eigenschaften einzelner Feststoffbru¨cken [259].
Aufgrund der Relevanz fu¨r die Industrie sind
”
makroskopische“ Experimente, d.h. ist
die Bestimmung der Festigkeit verbackener Schu¨ttgu¨ter, ha¨ufiger durchgefu¨hrte Analy-
sen [260–262]. Fu¨r nichtkoha¨sive, zeitverfestigende Pulver wurde eine Kombination aus
mikro- und makroskopischen Experimenten sowie Simulationen von Wahl et al. [263]
durchgefu¨hrt.
Theoretische Arbeiten zur Zeitverfestigung von Schu¨ttgu¨tern sind (abha¨ngig von dem
zu Grunde liegenden Mechanismus) rar [264, 33, 35]. Fu¨r den hier betrachteten Feststoff
Kaliumchlorid wurde die uniaxiale Druckfestigkeit in Abha¨ngigkeit der Lagerungszeit
von Tomas und Schubert [33] berechnet. Dabei wurde angenommen, dass eine Ent-
feuchtung des Schu¨ttguts dazu fu¨hrt, dass das in Feuchtigkeitsbru¨cken gelo¨ste Material
an den Kontakten ausfa¨llt. Das verwendete kinematische Modell fu¨hrte zu der glei-
chen Zeitabha¨ngigkeit, wie sie im 2D-Modell dieser Arbeit verwendet wurde (siehe
Kap. 4.1.1), zeigte jedoch nur partielle U¨bereinstimmung mit dem Fließverhalten von
Kaliumchlorid (Partikelgro¨ße 40− 500 µm).
Neben experimentellen und theoretischen Arbeiten liefern auch numerische Berech-
nungen wichtige Erkenntnisse zum Fließverhalten verbackener Pulver. Wie bereits in
Kap. 4.6 erwa¨hnt, wird meist der irreversible Bruch zementierter Materie untersucht.
Die verschiedenen Modellierungsansa¨tze basieren zwar teilweise auf experimentellen Be-
funden [241], beschra¨nken sich jedoch meist auf 2D Systeme [207, 243, 43, 128]. Nur
wenige Arbeiten modellieren das Bruchverhalten in 3D [244, 265].
5.1. Experimentelle Produktcharakterisierung
Abbildung 5.1.: SEM Bild der KCl Partikel: Ausgangsprodukt (links), frisch gemahlenes
Produkt (mitte) und gemahlenes Produkt nach 14 Tagen Lagerung (rechts). Bild aus [215]
entnommen.
Der hier betrachtete Modellstoff wurde durch ein spezielles Mahlverfahren [266] auf
eine mittlere Partikelgro¨ße von x50,3 = 20 µm gemahlen
1. SEM-Aufnahmen einzelner
1x50,3 ist der Partikeldurchmesser, welcher dem Median der Partikelgro¨ßenverteilung Q3, also der
Massenverteilung entspricht.
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Partikel zeigen, dass die Partikelform nicht kugelfo¨rmig, sondern na¨herungsweise ku-
bisch ist (Abb. 5.1). Des Weiteren wurde die Kontaktmechanik einzelner Partikel durch
Nanoindentationsversuche2 untersucht. Diese offenbaren fast ausschließlich plastisches
Kontaktverhalten. Weitere Details zur Charakterisierung des Modellstoffes sind in [215]
dargestellt.
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Abbildung 5.2.: Abscherschubspannung als Funktion der Lagerungszeit fu¨r verschiedene
Anschernormalspannungen σpre ∈ {2.5, 5, 10} kPa. Die Abscherschubspannung betra¨gt 0.6σpre
Experimente durchgefu¨hrt von S.Strege [215].
Das Fließverhalten des so hergestellten KCl Pulvers wurde mit einem Ringschertester
untersucht. Wie in Kap. 2.1.2 erkla¨rt, wird die Probe zur Pra¨paration in den kritischen
Zustand gebracht (
”
Anscheren“) und anschließend der Fließort durch Scheren unter
verringerter Normalspannung (
”
Abscheren“) abgetastet [75]. Um Zeitverfestigung zu
quantifizieren, wird das Schu¨ttgut zwischen An- und Abscheren eine bestimmte Zeit
unter konstanter Last und konstanten klimatischen Bedingungen (relative Luftfeuch-
tigkeit ≈ 55 %) gelagert. Makroskopisch zeigt sich, dass Kaliumchlorid auf einer charak-
teristischen Zeitskala tc ≈ 15 min verbackt (siehe Abb. 5.2). Die Abscherschubspannung
nach Lagerungszeit t kann durch
τfail(t) = τfail,0 + (τfail,max − τfail,0)
(
1− e−t/tc) (5.1)
approximiert werden, wobei τfail,0 das frisch gemahlene und τfail,max das zementierte Pro-
dukt beschreibt. Die Fließortmessung offenbart schon im frisch gemahlenen Zustand ein
sehr koha¨sives Schu¨ttgut. Auch ohne Zeitverfestigung wirken Adha¨sionskra¨fte zwischen
den Partikeln, sodass Kaliumchlorid sowohl den adha¨sions- als auch den zementierungs-
bestimmten Grenzfall beinhaltet. Durch Lagerung wird die Adha¨sionskraft frisch ge-
mahlener Partikel durch eine Zementierung ersetzt. Sowohl τfail,0 als auch τfail,max ha¨ngen
von der Anschernormalspannung σpre ab. Im Rahmen der Messgenauigkeit ist tc hinge-
gen lastunabha¨ngig. Wa¨hrend die Zeitabha¨ngigkeit von Gl. (5.1) bisherige Ergebnisse
der Literatur besta¨tigt, ist der Betrag des gemessenen tc’s kleiner als die Resultate
in [33] (Gro¨ßenordnung Tage). Dies wird hauptsa¨chlich der Aktivierung der Oberfla¨chen
durch den Mahlvorgang sowie der Partikelgro¨ße und Partikelgro¨ßenverteilung zuge-
schrieben. Mit abnehmender Partikelgro¨ße (und zunehmender Polydispersita¨t) nimmt
die durchschnittliche Kontaktfla¨che zwischen Partikeln ab und ermo¨glicht ein schnel-
leres Verbacken. Da im Experiment kein lastabha¨ngiges tc gemessen wurde, wird dies
2Zur Methodik siehe [267]
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bei der Modellierung nicht beru¨cksichtigt. Daru¨ber hinaus wurde keine signifikante
Vera¨nderung der Partikelmorphologie festgestellt (auch nach Wochen der Lagerung, sie-
he Abb. 5.1). In Kombination mit Gl. (5.1) gehen wir deshalb davon aus, dass die Zeit-
verfestigung durch Auskristallisieren der Kontaktfla¨che bewirkt wird und nicht durch
Sinterprozesse wie in [34]. Auch eine Entfeuchtung des Schu¨ttguts [33] ist aufgrund der
konstant gehaltenen Luftfeuchtigkeit nicht wahrscheinlich.
5.2. Kontaktmodell
Die Literatur offeriert ein breites Spektrum an Kontaktmodellen fu¨r vielfa¨ltige Mate-
rialklassen: rein elastisch [268, 97], viskoelastisch [93, 94] und elastoplastisch [95, 96,
100, 99, 269], (mit und ohne Beru¨cksichtigung von Adha¨sionskra¨ften). Dennoch ist die
Kontaktmechanik µm großer Partikel ein nicht abgeschlossenes Forschungsfeld. Erst
ku¨rzlich ist ein neues elastoplastisches Kontaktmodell mit Adha¨sionskra¨ften gema¨ß der
JKR-Theorie [139] vorgeschlagen worden [270, 101]. Die hier betrachteten KCl Partikel
offenbaren eine sehr komplexe Kontaktmechanik, die von keinem Kontaktmodell der Li-
teratur beschrieben wird. Der Modellstoff soll im Folgenden durch ein Ensemble an Ku-
gel mit einer idealisierter Partikelgro¨ßenverteilung dargestellt werden. Die Wechselwir-
kung zwischen den einzelnen Partikeln muss dabei plastisches Deformationsverhalten
aufweisen, aufgrund der Partikelgro¨ße auch ohne Verfestigung eine attraktive Wechsel-
wirkung beinhalten und im Falle langer Kontaktzeiten die Verbackung beru¨cksichtigen.
Zusa¨tzlich sollte die Partikelform in irgendeiner Form in die Modellierung einfließen.
ξ
Fn
ξel ξmaxξpl
-Fadh ( ξmax, tk )
Abbildung 5.3.: Plastisches Kontaktmodell fu¨r Kaliumchlorid. Normalkraft in Abha¨ngigkeit
vom U¨berlapp ξ.
Betrachten wir die Normalkraft in Abha¨ngigkeit des U¨berlapps ξ = 1/2 (di + dj )−|r ij |,
dargestellt in Abb. 5.3. Den repulsiven Anteil der Normalkraft (Fn > 0) bilden zwei
Geraden die durch Materialeigenschaften (Elastizita¨tsmodul und Fließgrenze σpl), den
durch externe Kraft (Fext) erzwungenen maximalen U¨berlapp ξmax sowie die Kontakt-
geometrie bestimmt werden. Die experimentelle Charakterisierung der Kontaktmecha-
nik durch Nanoindentationsversuche offenbarte, dass die initiale Belastung der Partikel
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prima¨r durch plastische Deformation bestimmt wird. Die Na¨herung rein plastischer De-
formation [269] ist somit auch hier gerechtfertigt und die Kontaktkraft gegeben durch
das Produkt aus plastischer Fließgrenze und Kontaktfla¨che. Es zeigt sich, dass die Kon-
taktfla¨che linear von ξ abha¨ngt, dementsprechend gilt
Fpl(ξ) = σpl Lpl ξ , (5.2)
mit der charakteristischen La¨nge Lpl, die durch die Kontaktgeometrie bestimmt wird.
Da die Steigung der Geraden experimentell gemessen wurde, ko¨nnen wir die Kon-
taktfla¨che zwischen Kugeln benutzen und o.B.d.A. Lpl = pireff setzten, wobei 1/reff =
2/di + 2/dj der Kontaktkru¨mmung entspricht.
Fu¨r Fext = Fpl(ξmax) ist der maximale U¨berlapp erreicht. Ein rein plastisches Material
wu¨rde bei Entlastung 0 < Fext ≤ Fpl(ξmax) die externe Kraft bei festem U¨berlapp ξ =
ξmax ausgleichen. Solche Zwangsbedingungen sind in DEM Simulationen mit weichen
Partikeln nicht u¨blich und erinnern eher an die Kontaktdynamik-Methode. Daru¨ber
hinaus gibt es eine, wenn auch kleine, u¨berlagerte elastische Deformation, welche die
Entladung des Kontaktes bestimmt. Um diesen elastischen Entladungszweig zu mo-
dellieren, betrachten wir eine homogene Spannungsverteilung σ auf der abgeplatteten
Kontaktfla¨che mit der charakteristischen La¨nge Lel. Fu¨r rein elastische Deformation
steigt die Spannung proportional zur Verzerrung ε mit einer elastischen Konstante σel,
d.h. es gilt σ = σel ε. Scha¨tzt man die Eindringtiefe der Verzerrung mit Lel ab [137]
und betrachtet die Verzerrung ε = δξ/Lel = (ξ − ξpl)/Lel, so ergibt sich im Sinne von
Walton und Braun [95] fu¨r das Kontaktmodell der lineare Entlastungszweig
Fel(ξ) = σ L
2
el = σel Lel (ξ − ξpl) , (5.3)
bei welchem die verbleibende plastische Deformation des Kontaktes aufgrund der Rand-
bedingung Fel(ξmax) = Fpl(ξmax) durch ξpl = (1 − σplLpl/(σelLel))ξmax gegeben ist. Die
Steigung der Geraden ist somit durch die elastische Konstante des Materials und die
charakteristische La¨nge Lel der Kontaktfla¨che bestimmt. Letztere ha¨ngt i.A. von der
plastischen Deformation ab, so gilt z.B. fu¨r Kugeln pi
√
reffξpl. Auch Ludings Kontakt-
modell [100] beinhaltet eine steigende Kontaktsteifigkeit mit zunehmender Deformati-
on. Alternativ zu diesem linearen Entlastungszweig schla¨gt Thornton [99] fu¨r Kugeln
vor, dass lediglich die Kru¨mmung der Kontaktfla¨che durch das plastische Fließen be-
einflusst wird und somit ein Hertz’scher Entlastungszweig ∝ (ξ − ξpl)3/2 mit gro¨ßerer
Kru¨mmung beru¨cksichtigt werden muss. Nanoindentationsversuche von Kaliumchlorid-
partikeln zeigen eine extrem große Steigung des elastischen Zweiges im Vergleich zum
plastischen Beladungszweig. Die Bestimmung des genauen Verlaufs des Entlastungs-
zweiges ist nicht mo¨glich und Gl. (5.3) eine durchaus legitime Na¨herung. Motiviert
durch die Kontaktmechanik von Kugeln und den experimentellen Befund na¨hern wir
hier ξpl durch ξmax an und setzten
Lel = pi
√
reffξmax . (5.4)
Die Einfu¨hrung eines elastischen Entlastungszweiges geht einher mit der Beru¨cksicht-
igung rein elastischer Deformation fu¨r ξ < ξel = (σpl/σel)
2reff . Dabei wird die Grenze
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des elastischen Bereiches ξel durch den Punkt σelLel = σplLpl bestimmt. Im elastoplasti-
schen Kontaktmodell von J. Tomas wird dieser elastische Bereich bei Kontaktbeladung
durch ein fu¨r Kugel korrektes Hertz Gesetz modelliert [96]. Hier nutzten wir den durch
Gleichung (5.2) definierten linearen Verlauf fu¨r ξ < ξel als Be- und Entladungszweig.
Gro¨ßere Deformationen fu¨hren zu plastischem Fließen und Entladen sich entlang des
elastischen Zweiges gema¨ß Gl. (5.3) mit deformationsabha¨ngiger Steifigkeit.
Die Partikelgro¨ße bedingt, dass Adha¨sionskra¨fte (Fn < 0) sowohl im unverfestigten, als
auch im zementierten Fall beru¨cksichtigt werden mu¨ssen. Ist die Kontaktzeit klein ge-
gen die Verfestigungszeit, wirken wahrscheinlich van-der-Waals-Kra¨fte der Kontakttren-
nung entgegen, wa¨hrend im zementierungsbestimmten Grenzfall eine Feststoffbru¨cke
die Partikel in Kontakt ha¨lt. Die Zeitverfestigung von Kaliumchlorid folgt auf ma-
kroskopischer Skala einer exponentiell sa¨ttigenden Funktion [33, 215], weshalb davon
auszugehen ist, dass das Wachstum der Feststoffbru¨cken zwischen Partikeln beschra¨nkt
ist. Ohne einen speziellen Verfestigungsmechanismus zu spezifizieren, modellieren wir
hier pha¨nomenologisch Adha¨sionskra¨fte, indem der Kontaktentladungszweig bis zu ei-
ner zeitabha¨ngigen Adha¨sionskraft
Fadh(tk) = σadh Aadh e
− tk
tc + σcem Acem
(
1− e− tktc
)
. (5.5)
verla¨ngert wird. Dabei sind neben den charakteristischen Spannungen σadh und σcem
auch effektiv wirkenden Fla¨chen Aadh und Acem fu¨r die jeweiligen Adha¨sionsmechanis-
men eingefu¨hrt worden. Die Zementierung ersetzt laut Gleichung (5.5) auf der Zeitskala
tc die ”
regula¨re“ Adha¨sionskraft. Auch wenn es theoretische Abscha¨tzungen zu tc gibt
[33], setzten wir hier die makroskopische Verfestigungszeit gleich der mikroskopischen
(siehe [215] fu¨r die Diskussion). Basierend auf der van-der-Waals-Wechselwirkung wa¨re
σadh Aadh durch Hammaker Konstante und Kontaktgeometrie bestimmt [271, 218] und
wu¨rde von der plastischen Kontaktdeformation abha¨ngen. Ergebnisse aus Simulationen
im Rahmen der Kalibrierung zeigten jedoch, dass im adha¨sionsbestimmten Grenzfall die
effektive Kontaktfla¨che Aadh = r
2
eff(1 + ξmax/reff) den experimentellen Befund besser re-
produziert. σadh wird als Fitparameter benutzt. Im zementierungsbestimmten Grenzfall
muss die Festoffbru¨cke mit Querschnittsfla¨che Acem zur Kontakttrennung u¨berwunden
werden, d.h. die Zugkraft muss eine plastische Deformation dieser erwirken. Aus diesem
Grund setzen wir σcem = σpl und den Bru¨ckenquerschnitt proportional zur Kontakt-
fla¨che Acem = χ reff ξmax. χ fungiert hierbei als Kalibrierungsparameter fu¨r den zemen-
tierungsbestimmten Grenzfall da die verbackene Kontaktfla¨che nicht notwendiger Weise
mit der mechanisch vordefinierten Kontaktfla¨che der Kugeln u¨bereinstimmt.
Eine korrekte Modellierung der Tangentialkraft zwischen elastischen Kugeln unter Be-
ru¨cksichtigung von Reibung erfordert ein komplexes Kraft-Deformations Gesetz [90].
Selbst im statischen Fall ha¨ngt die Steifigkeit vom U¨berlapp der Partikel in Nor-
malrichtung [144], der Kontaktvorgeschichte und sogar der Richtung der Auslenkung
ab [272]. Meist findet nur ein stark vereinfachtes Kontaktmodell Anwendung [108].
Im Gegensatz zur Normalkraft kann die Modellierung der Tangentialkraft auf keine
experimentellen Befunde zuru¨ckgreifen, sodass nur die wesentlichen Merkmale von Rei-
bung hier beru¨cksichtigt werden [146]. Die implementierten Tangentialkra¨fte stu¨tzen
auf das von Luding [100] vorgeschlagene Modell (siehe auch Kap. 4.1.1). Eine lineare,
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viskoelastische Feder verhindert das Gleiten der Partikel, solange das Coulomb Kri-
terium |F t| ≤ µ|Fn + Fadh(ξmax, tk)| erfu¨llt ist. Im dynamischen Fall wirkt die kon-
stante Kraft |F t| = µ|Fn + Fadh(ξmax, tk)| der Gleitbewegung entgegen, dabei setzten
wir den dynamischen und statischen Reibungskoeffizienten gleich. Coulomb Reibung
verursacht auch ein Drehmoment, das auf beide Partikel wirkt. Weitere Drehmomente
verhindern die Roll- und Torsionsbewegung der Partikel solange das Coulomb-artige
Kriterium |M (roll)/(tor)| ≤ µr/torr ∗eff |Fn + Fadh(ξmax, tk)| erfu¨llt ist. Hierbei ist r ∗eff der um
den U¨berlapp korrigierte effektive Radius der Partikel. Eine detaillierte Beschreibung
der Implementierung ist in [100] zu finden. Das Modell zur Rollreibung wurde fu¨r den
zweidimensionalen Fall in Kap. 4.1.1 detaillierter erkla¨rt.
5.3. Wahl der Parameter und Kalibrierung
5.3.1. Materialparameter
Einige der im Kontaktmodell verwendeten Parameter sind durch die experimentelle
Charakterisierung der Partikel vorgeben. So zum Beispiel die plastische Fließgrenze,
welche mit Nanoindentationsversuchen bestimmt worden ist. Aufgrund viskoser Effekte
und der Genauigkeit der Nanoindentationsmessung ist die Bestimmung der Steifigkeit
fu¨r Ent- und Wiederbelastung des Kontaktes nicht mo¨glich. Da diese Steifigkeit den
Zeitschritt diktiert, nutzten wir das Young-Modul von Kaliumchlorid fu¨r σel, welches σpl
um einen Faktor 100 u¨berschreitet. Ferner soll die viskose Kraft Fvis = 1.9
√
meff σel Lel ξ˙
den elastischen Zweig des Kontaktmodells da¨mpfen, wobei meff die reduzierte Masse
der Partikel in Kontakt darstellt. Indem der elastische Entladungszweig nicht kritisch
geda¨mpft wird, soll eine u¨berda¨mpfte Dynamik vermieden werden (siehe dazu auch
Kap. 4.1.1 und 4.2). Die restlichen Parameter der Normalkraft Fn, σadh und χ be-
schreiben die attraktive Wechselwirkung der Partikel und werden durch Vergleich mit
makroskopischen Messungen kalibriert (Abschnitt 5.3.5 und 5.3.6).
5.3.2. Partikelform
Die Modellierung von KCl Partikel durch Kugeln ist eine grobe Na¨herung, die po-
sitive Auswirkungen auf die Laufzeit der Simulationen hat (Berechnung des Parti-
kelu¨berlapps). Dennoch kann die Partikelform u¨ber Reibungskra¨fte beru¨cksichtigt wer-
den. Dies betrifft im Speziellen die Rollreibung, da Polyeder nicht so einfach wie ei-
ne Kugel u¨ber eine glatte Fla¨che rollen ko¨nnen. Des Weiteren implizieren nichtrunde
Partikel Kontaktdrehmomente, welche signifikanten Einfluss auf Struktur und Mikro-
mechanik des Schu¨ttguts haben [238, 151], sodass Rollreibung an Relevanz gewinnt.
Hier interpretieren wir den Rollreibungskoeffizient als Formparameter und benutzten
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den von Estrada et al. [157] vorgeschlagen Ansatz, um dessen Wert festzulegen. Die
dissipierte Energie bei einer vollen Umdrehung der Kugel auf einer glatten Fla¨che
WKugel =
2pi∫
0
µr
d
2
|F n| dϕ = 2pi µr
d
2
|F n| , (5.6)
soll der Arbeit entsprechen, welche beno¨tigt wird um ein Polyeder zu rotieren und dabei
den Schwerpunkt u¨ber seine Kanten zu heben:
Wpoly =
∑
i
(∫ pi
φ0
|S i × F n|dφ
)
, (5.7)
wobei φ den Winkel zwischen Normalkraft F n und Hebelarm S i zum Knoten i be-
schreibt (siehe Abb. 5.4(a)). Es wird nur Arbeit zum Heben des Schwerpunktes beru¨ck-
sichtigt. Die Integration endet bei φ = pi und Knoten bei welchen der Schwerpunkt
bereits vor dem Drehpunkt liegt, verworfen. Mit Hilfe konvexer Polygone, die um die
2D Projektion der Partikel gefittet werden (siehe Abb. 5.4(b)) und des Fla¨chenschwer-
punktes dieser Polygone ergibt sich µr = 0.48 (Standardabweichung ±0.04).
Abbildung 5.4.: Konvexes Polygon mit am Schwerpunkt angreifender Normalkraft und He-
belarm zum Knotenpunkt i (a). SEM Bild verbackener Partikel (Hintergrund), deren 2D Pro-
jektionen durch konvexe Polygone dargestellt wird (b).
Die Na¨herung der Partikelform durch Polyeder, bzw. der Fit der 2D Projektionen durch
Polygone kann auch zur Festlegung der Tangentialsteifigkeit kt verwendet werden. Die-
se Methode basiert auf der Kontaktmechanik elastischer Partikel die mit einem linea-
ren Federmodell wechselwirken [89], ermo¨glicht eine zusa¨tzliche Beru¨cksichtigung der
Partikelform und ist a¨quivalent zu dem weit verbreiteten Ansatz kt = 2/7 kn zu setz-
ten [146, 108]. Grundlage bildet die Verwendung des Tra¨gheitsmoments der Partikel, um
die Schwingungsdauer in Normal- und Tangentialrichtung beim schiefen Stoß zwischen
rotierendem Partikel und Ebene zu erzwingen (siehe [89] sowie Kap. 4.1.1, Gl. (4.10)).
Auf Basis dieses Ansatzes und der Erkenntnis, dass der exakte Wert der Tangentialstei-
figkeit wenig Einfluss auf das Fließverhalten granularer Materie hat [72], nutzten wir
das Tra¨gheitsmoment der extrahierten Polygone bzgl. ihres Schwerpunktes und setzten
kt ≈ 0.548 σel〈d〉. Mit der Abscha¨tzung Lel durch 〈d〉 wird eine variable Tangentialstei-
figkeit vermieden. Die gleiche Steifigkeit wird fu¨r die Roll- und Torsionsreibungsfeder
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verwendet. Um tangentiale Schwingungen zu unterbinden, werden alle Federn viskos
geda¨mpft (Da¨mpfungskonstante 2
√
kt meff).
Die Reibungskoeffizienten fu¨r Gleit- (µ) und Torsionsbewegung (µtor) lassen sich nicht
aus der Partikelform bestimmen. Beide Reibungskoeffizienten sind miteinander ver-
knu¨pft, da die Torsionsbewegung als Gleiten zweier Partikel um ihre Kontaktnormale
interpretiert werden kann. Da weder die korrekte Druckverteilung in der Kontaktfla¨che
gegeben ist noch fu¨r alle Kontakte die gleiche Kontaktgeometrie angenommen werden
kann, setzten wir µtor = µ (auch wenn die Torsionsreibung dadurch u¨berscha¨tzt wird
[273]). Sowohl Gleit- als auch Rollreibung haben großen Einfluss auf das Fließverhalten
des Schu¨ttguts [238, 208]. In diesem Modell ist µr durch die Partikelform bestimmt,
sodass der Coulomb Reibungskoeffizient zur Kalibrierung verbleibt.
5.3.3. Kalibrierungssimulationen
Zur Charakterisierung des Fließverhaltens von Schu¨ttgu¨tern ko¨nnen diverse Versuchsauf-
bauten genutzt werden [75]. Abha¨ngig von Versuchsaufbau und sogar durchfu¨hrendem
Experimentator ko¨nnen die Messergebnisse starken Schwankungen unterliegen. In [215]
wurde eine Ringscherzelle zur Bestimmung des Fließorts von Kaliumchlorid verwendet.
Diese zeichnet sich durch den unbegrenzten Scherweg aus. Aufgrund der großen Va-
rianz bei der Bestimmung der Abscherpunkte soll im Folgenden wenn mo¨glich nur
der Anschervorgang (der kritische Zustand) zu Kalibrierung der verbleibenden Para-
meter genutzt werden. Dies ist fu¨r µ und σadh mo¨glich. χ bestimmt die Zementie-
rungssta¨rke der Probe und kann somit nur durch Bruchversuche, d.h. Abschervorga¨nge
bestimmt werden. Um den experimentellen Aufbau in den Simulationen abzubilden,
fu¨hren wir planare Scherung mit Wa¨nden in y-Richtung und periodischen Randbedin-
gungen senkrecht zur y-Richtung durch. Auf den Wa¨nden sitzen Mitnehmern, deren
Ho¨he x50,3 u¨berschreitet, sodass Wandreibung eine Untergeordnete Rolle spielt. Die
obere Wand (Masse ≈ N 〈m〉) ist in y-Richtung druckgesteuert (σ) und geschwindig-
keitsgesteuert in x -/ Scherrichtung (siehe Abb. 5.5, links). Wie im Experiment wird
die Schubspannung an der oberen Wand gemessen. Die untere Wand ist unbeweg-
lich (Masse → ∞). Alle Schersimulationen wurden mit N = 9000 Partikeln in einer
Scherzelle der Breite Lx = 20 x50,3 und Tiefe Lz = 10 x50,3 durchgefu¨hrt, sodass die
minimale Scherzellenho¨he Ly ≥ 26 x50,3 nicht unterschreitet. Der mittlere Partikel-
durchmesser dient im Folgenden als natu¨rliche La¨ngeneinheit (x50,3 ≡ 〈d〉). Die expe-
rimentelle Partikelgro¨ßenverteilung wurde durch eine logarithmische Normalverteilung
angena¨hert und gema¨ß der resultierenden Wahrscheinlichkeit wurden Partikel gezogen,
jedoch nur Durchmesser 0.7 ≤ d/x50 ≤ 1.25 fu¨r die Simulation verwendet. Die Experi-
mente werden quasistatisch durchgefu¨hrt. Um die Quasistationarita¨t in den Simulation
zu gewa¨hrleisten, nutzten wir γ˙
√
m/(〈d〉σ) < 10−3 (a¨hnlich [62]). Durch Simulationen
mit der doppelten und halben Scherrate wurde sichergestellt, dass die Ergebnisse nicht
geschwindigkeitsabha¨ngig sind.
Die experimentellen Daten offenbaren, dass die charakteristische Verfestigungszeit von
Kaliumchlorid (≈ 15 min) viel gro¨ßer als die simulierte Scherzeit (≈ 0.1 s) ist. Zeitver-
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festigung kann somit wa¨hrend einer Simulation vernachla¨ssigt werden. Im Gegensatz
zur variablen Verfestigungszeit im 2D-Modell (Kap. 4.1.1 und 4.6) definiert hier die
Pra¨paration durch die initiale Kontaktdauer/Lagerungszeit vor Beginn der Scherung
ein adha¨sions- und ein zementierungsbestimmtes Regime. Im zementierungsbestimm-
ten Grenzfall ist dementsprechend davon auszugehen, dass wa¨hrend der Scherung keine
neuen Feststoffbru¨cken entstehen. Entstehende Kontakte erfahren aufgrund von σadh
dennoch eine Adha¨sionskraft.
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Abbildung 5.5.: Links: Skizze der Scherzelle. Rechts: Experimentell ermittelter makrosko-
pischer Reibungskoeffizient in Abha¨ngigkeit der Normallast σ und ein Fit des Modells fu¨r den
makroskopischen Reibungskoeffizienten des kritischen Zustands mittels Gleichung (5.8).
Um eine eindeutige Parameterwahl bei minimalem Rechenaufwand zu ermo¨glichen sind
Simulationen von Vorteil, in denen die zu kalibrierenden Parameter unabha¨ngig vonein-
ander bestimmt werden ko¨nnen. Wie im Folgenden erkla¨rt wird, ist eine serielle Kali-
brierung der Parameter mo¨glich. χ ist aufgrund der großen charakteristischen Verfesti-
gungszeit ausschließlich fu¨r zementierte Proben relevant, sodass im adha¨sionsbestimmt-
en Grenzfall nur σadh und µ beru¨cksichtigt werden mu¨ssen. Beide Parameter sollen mit
Hilfe des makroskopischen Reibungskoeffizienten des kritischen Zustands bestimmt wer-
den. Dieser wird in den Simulationen durch zeitliches Mitteln (γ˙∆t > 2) wa¨hrend des
stationa¨ren Fließens gewonnen. Die in den folgenden Abschnitten dargestellten Fehler-
balken entsprechen der Standardabweichung. Der makroskopische Reibungskoeffizient
des kritischen Zustands wird meist als konstant angenommen [11], d.h. die Projektion
der kritischen Zustandslinie in die στ Ebene des Zustandsdiagramm nach Roscoe ent-
spricht einer Ursprungsgerade (vgl. Kap. 2.1.2). Diese Modellvorstellung basiert auf dem
sog. cam clay Modell [274, 245] und ist nur fu¨r koha¨sionslose Materie korrekt. Fu¨r Ka-
liumchloridpulver zeigt sich eine adha¨sionskraftbedingte Lastabha¨ngigkeit, welche wir
im Folgenden nutzten, um µ und σadh unabha¨ngig voneinander zu kalibrieren. A¨hnliches
wurde fu¨r Kalkstein-Pulver berichtet [275]. Auch Luding und Alonso-Marroqu´ın [276]
zeigten, dass die kritische Zustandslinie fu¨r koha¨sive Pulver keiner Ursprungsgeraden
entsprechen muss. Inspiriert durch die Mohr-Coulomb-Theorie (siehe Kap. 2.1.2) in-
kludieren wir einen makroskopischen Koha¨sionsterm in die kritische Zustandslinie und
modellieren den makroskopischen Reibungskoeffizienten durch
µmakro = τ/σ = µcs + C∗/σ , (5.8)
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wobei C∗ (im Gegensatz zu Mohr-Coulomb) einen lastunabha¨ngigen Koha¨sionspara-
meter und µcs den Reibungskoeffizienten der kritischen Zustandslinie beschreibt. Der
experimentelle Befund und einen Fit von Gleichung (5.8) sind in Abb. 5.5 (rechts)
dargestellt. Im Grenzfall großer Normalspannungen ergibt sich ein makroskopischer
Reibungskoeffizient von µcs ≈ 0.72. In diesem Modell verschwindet der Einfluss ma-
kroskopischer Koha¨sion im Limes großer Normallasten und motiviert die lastkraftu-
nabha¨ngige Adha¨sionskraft des Kontaktmodells. Daru¨ber hinaus impliziert Gl. (5.8),
dass µmakro im stationa¨ren Zustand mit σadh = 0 der Konstanten µcs entspricht. Dies
Szenario dient im Folgenden der Kalibrierung von µ, wobei σ = 200 kPa verwendet wird
um einem mo¨glichen Einfluss der Struktur in diesem Limes na¨herungsweise gerecht zu
werden. Nach Bestimmung des mikroskopischen Reibungskoeffizienten kann σadh mit
einem bestimmten Normalspannungsniveau (σ = 5 kPa) kalibriert werden.
Im Falle endlicher Lagerungszeit vor der mechanischen Belastung muss die Verba-
ckung von Kontakten beru¨cksichtigt werden. Wa¨hrend die Partikelform (und damit
χ) durch den Mahlvorgang bestimmt wird, ha¨ngt tc von Umwelteinflu¨ssen wie Tempe-
ratur und Luftfeuchtigkeit ab [33, 263, 261, 264]. Wir kalibrieren χ im Limes tk  tc,
d.h. mit einem vollsta¨ndig verbackenen Pulver. Wa¨hrend der simulierten Scherdauer
(≤ 0.1 s) kann Zeitverfestigung vernachla¨ssigt werden, d.h. verbackene Kontakte bre-
chen irreversibel (a¨hnlich zementierter granularer Materie). Aufgrund der ausgepra¨gten
Pra¨parationsabha¨ngigkeit [41, 128] wird das experimentelle Protokoll nachgestellt: Die
Probe wird bis zum Eintreten des kritischen Zustand geschert und anschließend un-
ter a¨quivalenter Hauptspannung in einer Klimakammer gelagert. I.d.R. wird hierzu
die gro¨ßte Hauptspannung abgescha¨tzt und als Normalspannung ohne Scherlast ver-
wendet. Die Lagerung als solche kann in den Simulationen durch einfaches Setzen der
Kontaktzeiten auf Werte tk  tc realisiert werden. Unter einer bestimmten reduzierten
Normallast σfail wird diese verbackene, u¨berverfestigte Probe anschließend abgeschert.
Zum Bruch der verbackenen Probe muss ein Schubspannungsmaximum τfail u¨berwunden
werden. Der entsprechende Reibungskoeffizient τfail/σfail wird zur Kalibrierung von χ
verwendet.
5.3.4. Kalibrierung des Gleitreibungskoeffizienten µ
In der Reihenfolge sukzessiv zu kalibrierender Parameter wird zuerst der Gleitreibungs-
koeffizient bestimmt. Abb. 5.6 (links) zeigt den makroskopischen Reibungskoeffizien-
ten des stationa¨ren Zustands in Abha¨ngigkeit von µ. Im Einklang mit der Litera-
tur [207, 62, 118] steigt die makroskopische Reibung rasch fu¨r kleine µ und zeigt ein
Sa¨ttigungsverhalten fu¨r µ > 0.45. Aufgrund der zunehmenden Fluktuationen ist je-
doch nicht eindeutig zu bestimmen, ob die Daten einer exponentiellen Sa¨ttigung gehor-
chen [207] (Fit in der Abb.), oder ein weiteres lineares Regime mit deutlich geringerer
Steigung ab µ ≥ 0.45 beginnt. Ein Plateau als dritte Option fu¨r dieses Regime ist
eher unwahrscheinlich, wie weitere Messgro¨ßen im Folgenden offenbaren. Unabha¨ngig
vom genauen funktionellen Zusammenhang zwischen mikroskopischer und makroskopi-
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scher Reibung reproduziert µ = 1 im Rahmen der Messgenauigkeit den experimentell
bestimmten Wert.
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Abbildung 5.6.: Makroskopischer Reibungskoeffizient (links) und Mobilisierung (rechts) als
Funktion des Gleitreibungskoeffizienten µ.
Um den Einfluss der Reibungskoeffizienten auf das makroskopische Verhalten des Schu¨-
ttguts zu verdeutlichen, wurde der Anteil mobilisierter Kontakte untersucht (Abb. 5.6,
rechts), d.h. das Verha¨ltnis aus Anzahl mobilisierter Kontakte zur Anzahl aller Kon-
takte. Differenziert wurde zwischen Gleit-, Roll- und Torsionsmobilisierung, wobei ein
Kontakt mobilisiert ist, wenn |F t|/(µ |Fn+Fadh|) = 1, bzw. |M (roll)/(tor)|/(µr/tor r ∗eff |Fn+
Fadh|) = 1 fu¨r Roll- oder Torsionsbewegung. Zwei verschiedene Effekte ko¨nnen fu¨r
gro¨ßer werdendes µ beobachtet werden. Bis µ ≤ µr nimmt der Anteil rollmobilisierter
Kontakte zu und ist na¨herungsweise konstant fu¨r gro¨ßere Gleitreibungskoeffizienten.
Im Gegensatz dazu sinkt der Anteil gleitender Kontakte bis µ ≤ 0.8. Dies erkla¨rt
die Charakteristik der Funktion µmakro(µ). Solange Gleiten die bevorzugte Mobilisa-
tionsmode darstellt, hat eine Erho¨hung des Gleitreibungskoeffizienten massiven Ein-
fluss auf den makroskopischen Reibungskoeffizienten. Sobald Rollen gegenu¨ber Gleiten
bevorzugt wird (µ > µr), verschwindet der Einfluss von µ beinahe und es kann ein
µr-abha¨ngiges quasi-Plateau der makroskopischen Reibung beobachtet werden [208].
Die fortwa¨hrende Abnahme gleitender Kontakte fu¨r µ > 0.45 widerspricht hingegen
einem richtigen Plateau in Abb. 5.6 (links) fu¨r ho¨here Gleitreibungskoeffizienten. Tor-
sionsreibung scheint keinen Einfluss auf den makroskopischen Reibungskoeffizienten zu
haben.
Eine Strukturanalyse offenbart weitere Details zum Einfluss des Gleitreibungskoeffizi-
enten. Zu diesem Zweck betrachten wir die mechanische Koordinationszahl Zmech (siehe
Gl. (2.21)) welche beru¨cksichtigt, dass nicht alle Partikel zur Stabilisierung des Kon-
taktnetzwerks beitragen, sog. Rattler. Da wir in diesem Kapitel hohe Reibungskoef-
fizienten und ein koha¨sives Material betrachten, ko¨nnen prinzipiell auch Partikel mit
zwei Kontakten zum Kraftnetzwerk beitragen. Der rechte Graph in Abb. 5.7 zeigt
die mechanische Koordinationszahl in Abha¨ngigkeit des Gleitreibungskoeffizienten. Bei
verschwindendem µ wird eine Koordinationszahl nahe sechs beobachtet. Ein Wert, der
fu¨r ein monodisperses, reibungsloses System im statischen Gleichgewicht zu erwarten
ist [277, 76]. Zmech nimmt mit steigendem Gleitreibungskoeffizienten ab und sa¨ttigt bei
≈ 3.1. In diesem Regime ist Gleiten fast vollsta¨ndig unterdru¨ckt (Abb. 5.6, rechts), nur
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Abbildung 5.7.: Links: Mechanische Koordinationszahl. Inset: Anteil an Rattlern. Rechts:
Anisotropie der Kontaktorientierungsverteilung als normierter Beitrag der Ordnung ` bei
Na¨herung durch Kugelfla¨chenfunktionen.
Kontakte mit kleiner Normallast sind noch mobilisiert (nicht gezeigt). Sofern bei jedem
Kontakt vier Freiheitsgrade unterdru¨ckt werden (einer in der Normalbewegung, zwei
in der Translationsbewegung und einer in der Rotationsbewegung um die Kontaktnor-
male), ist eine Koordinationszahl von drei im statischen Gleichgewicht einer monodi-
spersen Konfiguration zu erwarten. Aufgrund der Polydispersita¨t des Systems und der
unvollsta¨ndigen Unterdru¨ckung aller gleitenden Kontakte ist das Ergebnis durchaus
plausibel. Mit Zunahme von µ steigt die Anzahl der Rattler (Inset von Abb. 5.7 links)
und besta¨tigt damit, dass zunehmend weniger Partikel am mechanischen Kontaktnetz-
werk partizipieren. Beide Graphen zeigen ein Plateau bei µ ≥ 0.8.
Neben der Koordinationszahl wurde auch die Anisotropie der Kontaktverteilung un-
tersucht. Zu diesem Zweck na¨hern wir die Kontaktdichte auf der Einheitsspha¨re durch
Kugelfla¨chenfunktionen Y`m (siehe auch [121]) und fassen die Koeffizienten c`m der
Ordnung ` durch
a` =
√
4pi
2`+ 1
∑
m
|c`m |2 , (5.9)
zusammen, wobei der Vorfaktor der Normierung gilt. Wie schon im 2D-Fall (Kap. 4)
verschwinden ungerade Beitra¨ge (`) aufgrund der Symmetrie n(−r) = n(r). Wir be-
schra¨nken uns auf die ersten beiden Terme ` = 2 und ` = 4 (a0 = 1 ist aufgrund
der Normierung der Kontaktverteilung konstant), siehe Abb. 5.7 rechts. Analog zum
makroskopischen Reibungskoeffizienten lassen sich in der Funktion a2(µ) zwei Regime
identifizieren, welche durch µ ≈ 0.45 getrennt werden. Der ` = 2 Beitrag zur Na¨herung
der Kontaktverteilung entspricht einer hantela¨hnlichen Form und dominiert mit zuneh-
mender Gleitreibung die Kontaktverteilung. Der Winkel zwischen der Symmetrieachse
der Hantel und der (1,−1, 0) Richtung entspricht dabei ≈ 5◦. Wa¨hrend a2 die Ani-
sotropie der Kontaktverteilung fu¨r große Reibungskoeffizienten hinreichend genau be-
schreibt, wird der Beitrag vierter Ordnung (a4) bei µ < 0.2 relevant. Die Hantel-Achse
bleibt auch hier als Symmetrieachse erhalten.
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5.3.5. Kalibrierung von σadh: Der Adha¨sionsbestimmte Grenzfall
Die Bestimmung von σadh stellt den na¨chsten Schritt im Kalibrierungsprozesses dar.
Aufgrund der Normallastabha¨ngigkeit nutzten wir hierzu das Spannungsniveau σ =
5 kPa. Mit der Normalkraft Fadh ≈ σadh〈reff〉2 entspricht der untersuchte Parameterbe-
reich einer Koha¨sionszahl η = Fadh/(σ〈d〉2) zwischen 0.25 und 25.
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Abbildung 5.8.: Makroskopischer Reibungskoeffizient als Funktion der
Adha¨sionsspannung (a). Zeitlich gemittelte Geschwindigkeitsprofile fu¨r verschiedene
Adha¨sionsspannungen (b). Zeitlicher Verlauf des makroskopischen Reibungskoeffizienten (c)
und Momentaufnahme des Dichte- und Geschwindigkeitsfeld (Pfeile) fu¨r σadh = 2 MPa bei
γ˙ t ≈ 6.1 (d).
Abb. 5.8(a) zeigt den zeitlich gemittelten makroskopischen Reibungskoeffizienten des
stationa¨ren Fließens als Funktion der Adha¨sionsspannung σadh. Im Einklang mit der Li-
teratur [278, 64] steigt µmakro linear mit zunehmender Adha¨sionskraft, zeigt aber einen
u¨berraschenden Abfall bei σadh = 2 MPa. Grund dafu¨r ist das Abrollen von Partikelclus-
tern, welches mit einem Spannungsabfall einhergeht (siehe Abb. 5.8(c) und 5.8(d)).
Wa¨hrend sich bei Adha¨sionsspannungen σadh ≤ 0.5 MPa ein stationa¨res Scherband
mit σadh-unabha¨ngiger Breite ausbildet (Abb. 5.8(b)) ist das zeitlich gemittelte Ge-
schwindigkeitsprofil fu¨r σadh = 2 MPa stu¨ckweise linear, das Resultat zweier Clusterro-
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tationen. Ein Zusammenhang mit dem in 2D beobachteten
”
Agglomerationsu¨bergang“
(σadh = 1 MPa ⇔ η ≈ 12.5, siehe Kap. 4.2 und 4.5) ist naheliegend. Die Cluster-
gro¨ße entspricht hier jedoch der Systembreite und ist nicht ≤ 10 〈d〉, sodass auch ein
Finite-Size-Effekt in Betracht kommt. Zur genauen Beurteilung des Ursprungs der Clus-
tergro¨ße sind weitere Untersuchungen notwendig. Der experimentell gemessene makro-
skopische Reibungskoeffizient kann mit einer Adha¨sionsspannung von σadh = 0.5 kPa
(η ≈ 6.3) reproduziert werden, sodass die Kollektivbewegung in Clustern und mo¨gliche
Finite-Size-Effekte vernachla¨ssigt werden ko¨nnen. Daru¨ber hinaus kann mit Hilfe der
kalibrierten Adha¨sionsspannung der Einfluss der Gravitationskraft abgescha¨tzt werden.
Dazu wird die granulare Bondzahl verwendet, definiert als Verha¨ltnis aus Adha¨sions-
und Gravitationskraft [228]. Hier betra¨gt die Bondzahl 105 und rechtfertigt somit die
Vernachla¨ssigung der Gravitation in den Simulationen.
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Abbildung 5.9.: Mechanische Koordinationszahl (links) und Anisotropie als Funktion der
Adha¨sionsspannung (rechts).
Die A¨nderung der Struktur, quantifiziert als Koordinationszahl und Anisotropie des
Kontaktnetzwerks, ist in Abb. 5.9 dargestellt. Mit zunehmendem σadh lockert sich das
Kontaktnetzwerk auf, d.h. die Koordinationszahl nimmt ab. Dies steht im Gegensatz
zu den Ergebnissen aus Kap. 4.5 (sowie [64]), die eine steigende Koordinationszahl mit
steigender Adha¨sionskraft zeigten. Es ist wahrscheinlich, dass die bedeutend ho¨heren
Reibungskoeffizienten (Gleit- als auch Rollreibung) dieses Verhalten verursachen. Die
dennoch beobachtbare Kollektivbewegung zeigt, dass eine steigende Koordinationszahl
keine notwendige Bedingung fu¨r die Agglomeration von Partikeln zu Clustern darstellt.
Es sei angemerkt, dass schon die Einfu¨hrung von Adha¨sionskra¨ften zu einer signifikan-
ten Abnahme der Koordinationszahl fu¨hrt (vgl. Abb. 5.7 und 5.9). Diese strukturelle
A¨nderung geht einher mit einer Zunahme der Porosita¨t, siehe Inset des linken Gra-
phen in Abb. 5.9. Die unterschiedlichen Steigungen in der doppelt logarithmischen
Auftragung sowie die nicht dargestellten Fluktuationen untermauern σadh = 1 MPa als
U¨bergangspunkt zu einer Dynamik des Haufwerks, die durch Cluster bestimmt wird.
Im Einklang mit Kap. 4.5 verschwindet die Anisotropie der Kontaktorientierungen mit
steigender Adha¨sionsspannung (Abb. 5.9, rechts). Neben Zugkra¨ften die Kontakte in
(1, 1, 0) Richtung zusammenhalten fu¨hrt auch die Clusterrotation zu einer homogenen
Verteilung von Kontaktorientierungen. Der Beitrag vierter Ordnung nimmt noch weiter
ab.
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5.3.6. Kalibrierung von χ: Der Zementierungsbestimmte Grenzfall
Wie bereits in Kap. 5.3.3 erkla¨rt, wird die Schubspannung τfail, welche zum Aufbrechen
einer vollsta¨ndig verbackenen Probe beno¨tigt wird, zur Kalibrierung von χ genutzt. Zur
Pra¨paration wird die Probe unter einer Normalspannung von σpre = 5 kPa bis zum sta-
tiona¨ren Zustand geschert und anschließend unter der gleichen gro¨ßten Hauptspannung
gelagert. Diese wird mit Hilfe des Spannungstensors
σαβ =
1
Lx Ly Lz
∑
〈i ,j 〉
Fijαrijβ +
∑
NW
FiWαriW β
 , (5.10)
bestimmt, wobei die zweite Summe alle Wandkontakte NW beru¨cksichtigt. Der gro¨ßte
Eigenwert σ1,pre ≈ 10.6 kPa entspricht in etwa dem experimentellen Wert, welcher mit
Hilfe des Fließorts abgescha¨tzt werden kann [215]. Zur Lagerung wird die Wandge-
schwindigkeit in Scherrichtung auf Null gesetzt, die Normalspannung auf σ = σ1,pre
erho¨ht und das System relaxiert, bis alle Partikel ruhen. Anschließend wird die Kon-
taktzeit aller Kontakte auf 100 tc gesetzt. Da χ lediglich die maximal wirkende An-
ziehungskraft zwischen Partikeln beeinflusst und keine Steigung des Kontaktmodells
a¨ndert, kann dieser Vorgang fu¨r eine ruhende Konfiguration instantan erfolgen. Es
entstehen keine neuen Kontakte. Die so pra¨parierte Probe wird anschließend unter ei-
ner reduzierten Normalspannung von σfail = 3 kPa bis zum Aufbrechen geschert. Der
durch die maximale Schubspannung definierte Reibungskoeffizient ist in Abb. 5.10 fu¨r
χ ∈ {0.5, 1, 2, 4, 8, 16} dargestellt. Hier wird nicht der stationa¨re Zustand betrachtet,
sodass anstatt des zeitlichen Mittels ein Mittel u¨ber vier verschiedene Konfigurationen
durchgefu¨hrt wird. Es zeigt sich ein linearer Anstieg von τfail/σfail mit χ, wobei die durch
lineare Regression bestimmte Steigung 0.83 entspricht und der Achsenschnittpunkt bei
1.2 liegt. Die im Experiment gemessenen Werte ko¨nnen durch χ ≈ 2.3 reproduziert
werden.
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Abbildung 5.10.: Maximaler Reibungskoeffizient beim Aufbrechen einer verbackenen Probe
als Funktion des Kontaktgeometrieparameters χ, welcher die verbackene Fla¨che und damit
Sta¨rke der Verbackung modifiziert.
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5.4. Validierung
Dieser Abschnitt soll zeigen, dass es mit Hilfe des kalibrierten Kontaktmodells mo¨glich
ist, Vorhersagen u¨ber das Fließverhalten von Kaliumchlorid zu treffen. Diese Validie-
rung ist nur fu¨r das mechanische Verhalten in Scherversuchen gu¨ltig. Ob sich andere
Experimente ebenfalls mit diesem Kontaktmodell beschreiben lassen, bleibt zu kla¨ren.
Andererseits wurde die Kalibrierung fu¨r spezifische µmakro(t , σpre, σfail) Punkte durch-
gefu¨hrt, sodass eine korrekte Beschreibung aller anderen Punkte nicht trivial ist.
Es wird zuna¨chst der kritische Zustand im adha¨sionsbestimmten Grenzfall u¨berpru¨ft.
Die Kalibrierung wurde unter einer spezifischen Normallast von σ = 5 kPa durch-
gefu¨hrt. Der makroskopische Reibungskoeffizient im stationa¨ren Zustand zeigt bei Kali-
umchlorid eine Normallastabha¨ngigkeit, deren Reproduktion in den Simulationen frag-
lich ist. Wie in Abb. 5.11 dargestellt, zeigt das Kontaktmodell den gleichen Verlauf
µmakro(σ) und reproduziert den experimentellen Befund. Bemerkenswert ist, dass fu¨r die
postulierte Modellierung des Reibungskoeffizienten mit Gl. (5.8) eine na¨herungsweise
konstante Adha¨sionskraft notwendig ist. Nutzt man eine Adha¨sionskraft die proportio-
nal zur plastischen Deformation ξmax der Partikel ist, kann dieser Verlauf nicht repro-
duziert werden.
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Abbildung 5.11.: Vergleich des makroskopischer Reibungskoeffizient des stationa¨ren Zu-
stands als Funktion der Normalspannung zwischen Experiment und Simulation.
Mit zunehmender Zementierung sinkt die Fließfa¨higkeit von Kaliumchlorid. Unter Ver-
wendung der Messprozedur aus Abschnitt 5.3.6 bestimmen wir die Zunahme des ma-
kroskopischen Reibungskoeffizienten in Abha¨ngigkeit der Lagerungszeit (σpre = 5 kPa,
σfail = 3 kPa). Wa¨hrend die Grenzfa¨lle keiner und unendlicher Lagerungszeit kali-
briert wurden, ist der Reibungskoeffizient fu¨r dazwischen liegende Lagerungszeiten in
Abb. 5.12 (links) dargestellt. Die Ergebnisse der Simulation entsprechen dem experi-
mentellen Befund und besta¨tigen, dass das Bruchverhalten einer zementierten Probe
von der Kontaktverbackung auf mikroskopischer Skala bestimmt wird [207]. Dieser Be-
fund ist nicht u¨berraschend, in Anbetracht der Ergebnisse von Abschnitt 5.3.5 aber
auch nicht trivial. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die Verbackungszeit in den
Simulationen vorgegeben wurde.
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Abbildung 5.12.: Validierung des zementierungsbestimmten Grenzfalls. Links: Maximale
Schubspannung in Abha¨ngigkeit der Lagerungszeit. Rechts: Maximum der Schubspannung beim
Aufbruch einer verbackenen Probe in Abha¨ngigkeit von der Pra¨parationsspannung.
Als letzten Schritt der Validierung vergleichen wir die Festigkeit verbackener Proben,
welche mit unterschiedlicher Anschernormalspannung σpre (und damit unterschiedli-
cher Packungsdichte) pra¨pariert worden sind. Gemessen wird die zum Aufbrechen
einer verbackenen Probe (Lagerungszeit  tc) beno¨tigte Schubspannung τfail,max in
Abha¨ngigkeit von σpre. Da σfail = 0.6σpre als Abschernormalspannung gewa¨hlt wurde,
nutzten wir das Verha¨ltnis aus maximaler Abscherschubspannung τfail,max und σfail, um
den Pra¨parationseffekt isoliert zu betrachten (Abb. 5.12, rechts). Fu¨r KCl, NaCl und
a¨hnliche Materialien wird dieser Zusammenhang mit einem Potenzgesetz mit Exponen-
ten der Ordnung Eins beschrieben [264]. Hier kann der experimentelle Befund durch
eine Gerade mit Steigung ≈ 1/4 gena¨hert werden. Auch wenn dies ein endliches τfail,max
im Limes σpre → 0 suggeriert, ist zu beachten, dass τfail,max/σfail bei der angewandten
Messprozedur (σfail → 0) in diesem Grenzfall nicht definiert ist. Sowohl die mit σpre
steigende Packungsdichte, als auch die zunehmende Abplattung der Kontakte bewirkt
die Erho¨hung des Reibungskoeffizient mit der Anschernormalspannung. Die Simula-
tionsergebnisse stimmen im Rahmen des statistischen Fehlers (drei Messungen) mit
den experimentellen Ergebnissen u¨berein, sodass die Validierung als erfolgreich gewer-
tet wird. Des Weiteren besta¨tigt dieser Befund die lastabha¨ngige Adha¨sionskraft des
Kontaktmodells im zementierungsbestimmten Grenzfall.
5.5. Qualitative Analyse des Bruchverhaltens
zementierter Proben
Abs. 5.3.5 offenbarte, dass sich im adha¨sionsbestimmten Grenzfall stationa¨re Scher-
ba¨nder bei der Scherdeformation von Kaliumchlorid ausbilden. In diesem Abschnitt
wird die Bruchdynamik zemententierter Proben qualitativ untersucht. Dabei beschra¨nk-
en wir uns auf das experimentelle Protokoll zur Probenpra¨paration. Die bisherigen
Ergebnisse zeigten eine Zunahme der Festigkeit mit steigender Lagerungszeit. Die Ad-
ha¨sionskraft zwischen zementierten Partikeln u¨bersteigt die Adha¨sionskraft frisch ge-
mahlener Partikel. Nach Kap. 4.6.1 sind angescherte und anschließend gelagerte Proben
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im Bezug auf die Adha¨sionskraft Fadh(tk  tc) u¨berverfestigt. Es soll u¨berpru¨ft wer-
den, ob restzementierte Bruchstu¨cke Dilatanz bewirken [44], initiale Risse stationa¨re
Scherba¨nder vorgeben [128] und eine Restzementierung erhalten bleibt [128, 241].
Um diese Fragen zu beantworten, nutzen wir das kalibrierte Kontaktmodell und scheren
drei verschiedene, zementierte Proben mit N = 9000 Partikeln. Alle Proben werden
mit einer Anschernormalspannung von σpre = 5 kPa pra¨pariert. Die Lagerung erfolgt
mit dem in Abs. 5.3.6 beschriebenen Protokoll, d.h. Entspannung der oberen Wand in
Scherrichtung und Erho¨hung der Normalspannung auf σ1,pre. Sobald alle Partikel zur
Ruhe gekommen sind, wird die Kontaktzeit um 103 tc erho¨ht und anschließend unter
der Normalspannung σfail = σpre = 5 kPa abgeschert.
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Abbildung 5.13.: Packungsdichte (links) und Anteil verbackener Kontakte (rechts) in
Abha¨ngigkeit der Scherdeformation.
Alle drei Proben vergro¨ßern ihr Volumen mit steigender Scherdeformation, wobei ein
pra¨parationsabha¨ngiges lokales Minimum durchlaufen wird (Abb. 5.13, links). Auch
der Anteil verbackener Kontakte (tk > tc) zeigt pra¨parationsabha¨ngiges Verhalten
(Abb. 5.13, rechts). Proben b und c sind nach einer Deformation von γ˙ t = 2 fast
vollsta¨ndig aufgebrochen (verbackene Kontakte ≤ 10 %), wa¨hrend etwas weniger als
die Ha¨lfte aller Kontakte in Probe a noch verbacken sind. Diese unterschiedliche Dyna-
mik ko¨nnte auf Dichteinhomogenita¨ten der Anfangskonfiguration zuru¨ckzufu¨hren sein.
Zur weiteren Analyse betrachten wir das in z-Richtung gemittelte und vergro¨berte Feld
der Kontaktzeit als
”
Fla¨chendichte“
tˆk(r˜) =
1
Lz
∑
〈i ,j 〉
tk,ij Φ(r˜ − r˜ i + r˜ ij/2, `) , (5.11)
wobei r˜ = r − (r ·ez ) ez bezeichnet, d.h. durch eine Tilde angedeutet wird, dass nur die
x - und y- Komponente des Vektors beru¨cksichtigt werden. Φ ist eine Gauß-Funktion
mit Normierung 1 /( 2pi ` 2) und ` = 0.5 〈d〉 die coarse-graining-La¨nge. Das Feld tˆk zeigt
sowohl Inhomogenita¨ten der Kontaktdichte, als auch der Kontaktzeit an, wobei eine
Differenzierung der beiden nicht mo¨glich ist. Abb. 5.14 zeigt Momentaufnahmen von
tˆk〈d〉2/(103 tc) fu¨r Proben a und c. Gelbe und weiße Bereiche sind verbacken, wa¨hrend
blaue Bereiche geringe Kontaktdichten bzw. unverbackene Kontakte anzeigen. Anfangs
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sind alle Kontakte verbacken, sodass bei γ˙ t ≈ 0.0 Mitnehmer an den Wa¨nden und Be-
reiche geringer Kontaktdichte zwischen den hellen Bereichen zu erahnen sind. Wa¨hrend
Probe a auf mittlerer Ho¨he aufreißt und anschließend alle zementierten Kontakte der
oberen Ha¨lfte aufgemahlen werden, reißt Probe c vom Mitnehmer der unteren Wand
aus na¨herungsweise parallel zur Symmetrieachse der Hantel (vgl. Abs. 5.3.5). Dabei ent-
steht ein großes Bruchstu¨ck, welches abrollt und anschließend zermahlen wird. Probe b
(nicht abgebildet), zeigt auch Risse vom unteren Mitnehmer aus in gleicher Richtung,
die sich jedoch nicht durch das gesamte System ziehen.
Folgende Thesen ko¨nnen auf Basis dieser qualitativen Auswertung des Bruchverhaltens
formuliert werden:
• Initiale Risse der Probe werden durch die Pra¨paration vorgegeben. Hier diente
der stationa¨re Zustand bei planarer Scherung als Anfangskonfiguration, d.h. es
ist davon auszugehen, dass druckbelastete Kontakte in (1,−1, 0) Richtung, zug-
belastete senkrecht dazu verlaufen (vgl. Abs. 5.3.4 und 5.3.5 sowie Kap. 4.5).
Zugbelastete Kontakte reißen zuerst, demnach sind initiale Risse in (1,−1, 0)
Richtung zu finden. Die Gro¨ße von Bruchstu¨cken kann sowohl durch die Anfangs-
konfiguration (Probe a), als auch durch die mechanische Beanspruchung (Probe
b und c) vorgegeben werden. Letzteres bedeutet in diesem Fall, dass Mitnehmer
und Systemgro¨ße die Gro¨ße der Bruchstu¨cke bestimmen.
• Der kritische Zustand dieser Proben gleicht unverbackenem Kaliumchlorid. Le-
diglich Probe a zeigt nach einer Scherdeformation γ˙ t ≈ 5.5 noch eine signifikante
Restverbackung. Die Breite des aufgebrochenen Bereichs ist wesentlich gro¨ßer als
Scherbandbreiten des adha¨sionsbestimmten Grenzfalls (vgl. Abs. 5.3.5). Es ist
davon auszugehen, dass verbackene Kontakte die Scherlokalisierung nicht mehr
beeinflussen und das mechanische Verhalten einer unverbackenen Probe gleicht,
wie in [128]. Es kann nicht ausgeschlossen werden, dass Probe a fu¨r zunehmende
Scherdeformation vollsta¨ndig bricht.
Beide Thesen sollten durch eine systematische Analyse des Aufbrechens zementierter
Proben verschiedener Gro¨ße und Pra¨paration gepru¨ft werden.
5.6. Zusammenfassung und Diskussion
In diesem Kapitel wurde gezeigt, dass das mechanische Verhalten von Kaliumchlorid-
pulver auf makroskopischer Skala durch DEM Simulationen mit weichen Kugeln vorher-
gesagt werden kann. Motiviert durch experimentelle Befunde wurde ein Kontaktmodell
entwickelt, das eine Vielzahl von Partikelformen durch charakteristische La¨ngenskalen
nachbilden kann. Hier wurden die La¨ngenskalen durch eine kreisfo¨rmige Kontaktgeo-
metrie motiviert. Weitere wichtige Parameter, welche die makroskopische Reibung be-
einflussen, wurden durch Kalibrierung (µ, σadh und χ) oder mit Hilfe der Partikelform
(µr) bestimmt. Auf Basis des lastabha¨ngigen makroskopischen Reibungskoeffizienten
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(a) γ˙ t ≈ 0 (b) γ˙ t ≈ 0.07 (c) γ˙ t ≈ 0.16 (d) γ˙ t ≈ 1.5 (e) γ˙ t ≈ 5.5
(f) γ˙ t ≈ 0 (g) γ˙ t ≈ 0.08 (h) γ˙ t ≈ 0.16 (i) γ˙ t ≈ 0.34 (j) γ˙ t ≈ 0.51
Abbildung 5.14.: Momentaufnahmen der Kontaktzeitfla¨chendichte nach Gl. (5.11) fu¨r die
Proben a (Bilder (a)-(e)) und c (Bilder (f)-(j)). Die in (f) abgebildete Legende ist fu¨r alle
Graphen gu¨ltig.
im kritischen Zustand (vgl. Gl. (5.8)) wurde ein Methode zur sukzessiven Kalibrie-
rung offener Parameter vorgeschlagen. Diese ermo¨glichte eine isolierte Betrachtung des
Einflusses dieser Parameter auf Struktur und Mobilisierung. Da weder Partikelform
noch Partikelgro¨ßenverteilung dem realen Pulver entsprechen, stellt das Schu¨ttgut in
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den Simulationen eher ein idealisiertes Partikelensemble mit den gleichen makroskopi-
schen Eigenschaften dar. Die kalibrierten Parameter gleichen sicherlich nicht den realen
Wechselwirkungsparametern, sondern kompensieren eher die getroffenen Idealisierun-
gen. Die makroskopische Koha¨sion wird beispielsweise sowohl durch die Partikelgro¨ße
u¨ber die Adha¨sionskraft [64, 278] als auch die Partikelgro¨ßenverteilung [176] beein-
flusst. Somit ist davon auszugehen, dass die Adha¨sionskraftparameter der idealisierten
Partikelgro¨ßenverteilung Rechnung tragen. Dennoch orientiert sich der mittlere Parti-
keldurchmesser an der realen Partikelgro¨ße und es sollen keine meso-, oder vergro¨berten
Partikel modelliert werden wie in [279]. Kap. 5.3 offenbarte, dass im betrachteten Para-
meterbereich zwei der mikroskopischen Partikeleigenschaften (σadh, χ) linear das makro-
skopische Verhalten des Pulvers beeinflussen (µmakro, τfail). Selbes gilt, wenn auch nicht
u¨berraschend, fu¨r die Zeitskala der Verbackung tc. Dies Ergebnis ist im Einklang mit
der Literatur [207]. Dennoch zeigte sich bei der Kalibrierung der Adha¨sionsspannung
(σadh) auch ein nicht-linearer mikro-makro U¨bergang. Hohe Adha¨sionskra¨fte zwischen
den Partikeln fo¨rdern eine Kollektivbewegung in Clustern oder Bruchstu¨cken. Das Ab-
rollen dieser Cluster verringert die makroskopische Reibung und unterbricht somit den
linearen Anstieg von µmakro mit σadh. Dieser U¨bergang bei η > 10 erinnert an die Simu-
lationsergebnisse der zweidimensionalen Systeme (siehe Kap. 4.5 sowie [64]). Hier wird
die Clustergro¨ße jedoch durch die Systembreite bestimmt und u¨bertrifft die in 2D be-
obachteten La¨ngenskalen (< 10 〈d〉 fu¨r η ≤ 80). Außerdem fa¨llt die Koordinationszahl
fu¨r steigendes σadh im Gegensatz zu den Resultaten in 2D, d.h. die Cluster sind locker
gepackt. Es liegt die Schlussfolgerung nahe, dass Adha¨sionskra¨fte im hier verwende-
ten Modell keine neue, intrinsische La¨ngenskala des Schu¨ttguts definieren, sondern die
Clustergro¨ße eher durch die a¨ußere mechanische Beanspruchung (Mitnehmer an der
Wand haben einen Abstand Lx ) bestimmt wird. Dieser Punkt sollte im Rahmen einer
Finite-Size-Analyse sowie durch Untersuchung des Einfluss der Wandrauigkeit weiter
untersucht werden.
Neben dem mikro-makro-U¨bergang wurden auch die Struktur des Kontaktnetzwerks
und die Kontaktmobilisierung untersucht. Der durch die Partikelform bestimmte Roll-
reibungskoeffizient µr fu¨hrte im Rahmen der Kalibrierung zu einem Gleitreibungskoef-
fizient µ = 1. Das Verha¨ltnis aus beiden bestimmt den dominierenden Mobilisations-
mechanismus im Haufwerk [208]. Hier rollen die Partikel prima¨r u¨bereinander ab. Auch
wenn die Datengrundlage keine genaue Aussage u¨ber die Form der Funktion µmakro(µ)
zula¨sst, wird die makroskopische Reibung im Sa¨ttigungsbereich bei hohem µ durch
den Rollreibungskoeffizient bestimmt [102, 207]. Es ist somit denkbar, dass auch an-
dere Kombinationen aus µ und µr den gleichen makroskopischen Reibungskoeffizienten
reproduzieren. Aufgrund der schwierigen experimentelle U¨berpru¨fung ob Rollen oder
Gleiten bevorzugt wird, scheinen die hier gewa¨hlten Reibungskoeffizienten zula¨ssig.
In Schertests konnte das Material im adha¨sionsbestimmten Grenzfall als sehr koha¨siv
klassifiziert werden [215]. Dies a¨ußert sich sich auch durch einen lastabha¨ngigen ma-
kroskopischen Reibungskoeffizient des stationa¨ren Zustands (vgl. Abb. 5.5). U¨bliche
Modelle des kritischen Zustands [274, 245] schlagen fehl. Im Rahmen der Kalibrie-
rungssimulationen wurde ein Modell fu¨r die kritische Zustandslinie und damit µmakro(σ)
vorgeschlagen (vgl. Gl. (5.8)). Dies orientiert sich in der Form an der Mohr-Coulomb-
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Theorie, besitzt jedoch einen lastunabha¨ngigen makroskopischen Koha¨sionsterm. Gra-
vitation macht den Bereich verschwindend kleiner Normallasten experimentell schwer
zuga¨nglich, sodass die Besta¨tigung eines makroskopischen Koha¨sionsterms in der kri-
tischen Zustandslinie fu¨r einige eher schwach koha¨sive Pulver fraglich bleibt. In DEM-
Simulationen mit lastabha¨ngigen Adha¨sionskra¨ften beobachteten Luding und Alonso-
Marroqu´ın einen nicht-linearen Anstieg der kritischen Zustandslinie vom Urspung bis
zu einer Normalspannung von ≈ 0.3 kPa [276]. Die Modellkalibrierung und Validierung
zeigte, dass hier der experimentelle Befund mit einer prima¨r normallastunabha¨ngigen
Adha¨sionskraft reproduziert werden kann (vgl. Abb. 5.11). Simulationen, in denen die
Anziehungskraft zwischen Partikeln proportional zu ξmax wa¨chst, konnten diese Charak-
teristik nicht reproduzieren (nicht gezeigt). Welchen mikroskopischen Ursprung haben
die Adha¨sionskra¨fte im unverbackenen Fall? Van-der-Waals-Kra¨fte wu¨rden mit wach-
sender Kontaktfla¨che zunehmen [280] und der konstante Anteil der Adha¨sionskraft ist
fu¨r leicht verformbare Materialen i.d.R. vernachla¨ssigbar [281]. Dies widerspricht der
Normallastunabha¨ngigkeit, da Nanoindentationsversuche ein fast ausschließlich plasti-
sches Kontaktverhalten und damit eine zunehmende Kontaktfla¨che zeigen [215]. Eine
elektrostatische Aufladung der Partikel ko¨nnte zwar eine kontaktfla¨chenunabha¨ngige
(langreichweitige) Adha¨sionskraft bedingen, wu¨rde aber im Haufwerk auch zur Absto-
ßung gleichartig geladener Partikel fu¨hren. Im Mittel verringert sich die Fließfa¨higkeit
nicht zwangsweise. Eine weitere Ursache fu¨r solches Verhalten wa¨re eine durch zy-
klische, versetzte Belastung der Kontaktstellen verursachte lastabha¨ngige, stationa¨re
Oberfla¨chenrauigkeit der Partikel. Dieser Mechanismus wurde mit einem 1+1 dimensio-
nalem solid-on-solid-Modell untersucht (siehe Anhang A.2). Zwei plastische Oberfla¨chen
werden zyklisch versetzt gegeneinander gepresst bis die Kontaktla¨nge der vorgegebenen
Gleichgewichtskontaktla¨nge, dem zentralen Parameter des Modells, entspricht. Bei vor-
gegebener Fließgrenze (σpl) ist diese Gleichgewichtskontaktla¨nge proportional zu einer
externen Kraft, d.h. durch Variation der Gleichgewichtskontaktla¨nge ko¨nnen verschie-
dene Normallasten u¨berpru¨ft werden. Es zeigt sich, dass die Oberfla¨chenrauigkeit mit
steigender Gleichgewichtskontaktla¨nge (externer Kraft) abnimmt. Ob die Kru¨mmung
der Partikel die Aussage dieses Modells a¨ndert, bleibt zu pru¨fen. Das Fließverhalten im
zementierenden Grenzfall (tc →∞) offenbart im Gegensatz zum adha¨sionsbestimmten
Grenzfall eine Lastabha¨ngigkeit der relevanten Kontaktfla¨che. Aufgrund der idealisier-
ten Polydispersita¨t und Partikelform ist zu erwarten, dass die durchschnittlich verba-
ckene Kontaktfla¨che in den Simulationen unterscha¨tzt wird. Die Kalibrierung des Geo-
metriefaktors resultierte jedoch in χ ≈ 2.3. Im Vergleich zu Kugeln (χ = pi) wird die
Kontaktfla¨che also u¨berscha¨tzt. Dies widerspricht dem durch SEM-Aufnahmen gewon-
nenen Eindruck. Wahrscheinlich ist die zementierte Kontaktfla¨che zwischen den Partikel
nicht einfach verbunden. Die unterschiedliche Lastabha¨ngigkeit der attraktiven Parti-
kelwechselwirkung im zementierungsbestimmten und adha¨sionsbestimmten Grenzfall
kann nicht erkla¨rt werden und bietet einen Startpunkt fu¨r weitere Untersuchungen.
Die Tatsache, dass es sowohl ohne, als auch mit Lagerungszeit eine Adha¨sionskraft zwi-
schen den Partikeln gibt, widerspricht der urspru¨nglichen Arbeitshypothese, koha¨sive
granulare Materie durch adha¨sions- und zementierungsbestimmtes Verhalten zu kate-
gorisieren. Neue Kontakte in Bruchversuchen einer zementierten Probe erfahren auch
Adha¨sionskra¨fte, sodass das Fließverhalten nicht eindeutig klassifiziert werden kann.
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Außerdem sind auch im adha¨sionsbestimmten Grenzfall stationa¨re Scherba¨nder zu be-
obachten (vgl. 5.8(b)) und kein sprunghaftes Verhalten der Scherlokalisierung. Dabei sei
angemerkt, dass hier Wa¨nde mit Mitnehmern benutzt wurden und die Scherung nicht
an den Wa¨nden lokalisiert ist. Die Ergebnisse aus Abs. 5.5 legen nahe, dass Verbackung
im stationa¨ren Zustand keinen Einfluss auf die Scherlokalisierung hat.
Trotz der benutzten Vereinfachungen ist das kalibrierte Modell in der Lage, das kom-
plexe Fließverhalten eines Haufwerks nicht-kugelfo¨rmiger, µm großer KCl-Partikel zu
beschreiben. Wa¨hrend die essentiellen Eigenschaften der realen Kontaktmechanik zwi-
schen den Partikeln im Kontaktmodell abgebildet werden, konnten vernachla¨ssigte De-
tails durch Kalibrierungsparameter aufgefangen werden. Die Abbildung nicht runder
Partikel auf Kugeln hat große Auswirkung auf die Simulationszeit. Die einfache Be-
rechnung des U¨berlapps zwischen Kugeln, im Gegensatz zu nicht runden Partikeln,
ermo¨glicht Simulationen mit 106 und mehr Partikeln in annehmbarer Zeit. In Kombi-
nation mit herunterskalierten Experimenten, wie dem Mikroschertester [282, 117], ist
somit ein direkter Vergleich zwischen Experiment und Simulation mo¨glich. Neben dem
Vergleich des mechanischen Verhaltens kann durch die Integration des Mikroschertes-
ters in einen Ro¨ntgen-Computer-Tomographen auch die Struktur des Schu¨ttguts im
Experiment untersucht werden. Ein direkter Vergleich der Struktur, wie ihn Torbahn
et al. [84] fu¨r Glaspartikel durchfu¨hrten, erho¨ht dabei die Validierungstiefe der Kontakt-
modelle. Andererseits ko¨nnen die so validierten Simulationen wertvolle Informationen
zu ortsaufgelo¨sten Gro¨ßen wie Spannung, Koordinationszahl und Kontaktorientierung
geben, welche im Experiment nicht oder nur schwer zuga¨nglich sind.
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KAPITEL 6
Fazit
Neben der Untersuchung des Fließverhaltens zeitverfestigender granularer Materie wur-
den Fragen zum quasistatischen Fließverhalten koha¨siver sowie koha¨sionsloser Schu¨tt-
gu¨ter behandelt. Die gewonnenen Erkenntnisse lassen sich zwei Kategorien zuordnen:
methodische Aspekte, wie die Verwendung von Lees-Edwards-Randbedingungen im
quasistatischen Grenzfall und die Modellierung von Kaliumchlorid in DEM-Simula-
tionen sowie physikalische Aspekte zum Fließverhalten koha¨siver und zeitverfestigender
Materie.
Diese Arbeit besta¨tigt erneut, dass die Diskrete-Elemente-Methode eine ada¨quate Be-
schreibung granularer Materie darstellt. Nutzt man dazu weiche Partikel ko¨nnen elasti-
sche und plastische Eigenschaften des Materials im Kontaktmodell beru¨cksichtigt wer-
den, welche die Rheologie des Haufwerks beeinflussen (vgl. Kap. 5). Neben dem Einfluss
mikroskopischer Parameter auf das makroskopische Fließverhalten (vgl. Kap. 5.3.4 -
5.3.6 sowie 4.4 - 4.6) ko¨nnen experimentell schwer zuga¨ngliche Fragestellungen unter-
sucht werden. Simulationen mit reibungsfreien Partikel ohne Gravitation (vgl. Kap. 4.4)
sowie die kontinuierliche Variation der Verfestigungszeit (vgl. Kap. 4.6) sind hier als Bei-
spiele zu nennen. Dabei kann die Verwendung dimensionsloser Gro¨ßen (I , η sowie γ˙ tc )
zur materialu¨bergreifenden Interpretation der Ergebnisse genutzt werden. Eine wichtige
Erkenntnis dieser Arbeit betrifft die Verwendung von Lees-Edwards-Randbedingungen
im quasistatischen Grenzfall. Nur bei einem Seitenverha¨ltnis Ly/Lx < 2.5 wird tat-
sa¨chlich die gesamte Probe geschert. In diesem Regime wird zu bestimmten, peri-
odisch auftretenden Zeitpunkten eine Rotation des gesamten Haufwerks beobachtet
(vgl. Kap. 4.3.2). Dieses Pha¨nomen ist weder Reibung noch Adha¨sionskra¨ften zuzu-
schreiben (vgl. Kap. 4.4 und 4.5). Zwar kann die periodische Rotation als Artefakt
von Lees-Edwards-Randbedingungen klassifiziert werden, die Ursachen sind jedoch in-
trinsische Eigenschaften quasistatischer, planarer Scherung: induzierte Rotation (vgl.
Gl. (4.18)) und langreichweitige Korrelation der Geschwindigkeitsfluktuationen (vgl.
Kap. 4.3.1). Ob es ratsam ist Lees-Edwards-Randbedingungen zur Untersuchung des
quasistatischen Regimes zu verwenden, ha¨ngt von der Problemstellung ab. In jedem
Fall muss bei der Interpretation der Ergebnisse der hier aufgezeigte Effekt und dessen
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Auswirkung auf div. Gro¨ßen (lokale Scherrate sowie Spannung bei koha¨sivem Material)
beru¨cksichtigt werden.
Die Modellierung von Kaliumchlorid in DEM-Simulationen stellt einen weiteren metho-
dischen Aspekt dieser Arbeit dar (Kap. 5). Es ist nicht trivial, dass das Fließverhalten
µm großer, nicht runder Partikel mit anspruchsvoller Kontaktmechanik durch Simula-
tionen mit Kugeln vorhergesagt werden kann. Die Verwendung von Kugeln ist vorteil-
haft fu¨r die Rechenzeit und ermo¨glicht einen direkten Vergleich zwischen Simulationen
und kleinskaligen Experimenten mit gleicher Partikelanzahl und Scherdeformation (sie-
he z.B. [84]). Die Validierung durch direkten Vergleich legitimiert nicht nur die Ver-
wendung von Modellen zur Vorhersage des Materialverhaltens bei verfahrenstechnisch
relevanten Fragestellungen, sondern erlaubt auch Ru¨ckschlu¨sse auf die Mikromechanik
der Partikel. Dies wirft physikalisch interessante Fragen auf.
Im Rahmen dieser Arbeit wurden Fragen zum Verhalten koha¨siver granularer Materie
behandelt (vgl. Kap. 4.5). Die Ergebnisse legen nahe, dass die fraktale Substruktur in
gescherten koha¨siven Pulvern mit η < 100 vernachla¨ssigbar ist. Zum Vergleich: Die
Kalibrierung von Kaliumchlorid, das als sehr koha¨sives Schu¨ttgut klassifiziert wur-
de [215], ergab η ≈ 6.3 im adha¨sionsbestimmten Grenzfall. Die fraktale Dimension des
kritischen Zustands im 2D-Modell ist, im Vergleich zu anderen Studien [24, 186, 19],
unabha¨ngig von der Anfangskonfiguration. Neben der Quantifizierung der fraktalen Di-
mension erweist sich die Dichte-Korrelationsfunktion, im Gegensatz zur Korrelations-
funktion der Geschwindigkeitsfluktuationen, als geeignete Messgro¨ße um eine charakte-
ristische La¨nge jenseits des Partikeldurchmessers zu ermitteln (≤ 10 〈d〉). Im 2D-Modell
wird auch im quasistatischen Grenzfall die Agglomeration von Partikeln zu Clustern be-
obachtet, d.h. eine Differenzierung zwischen adha¨sionskraftbedingten Clustern und dem
agglomerierten Haufwerk (Cluster nach Campbell [165]) ist mo¨glich. Diese Cluster ha-
ben eine endliche Lebensdauer und sind keine festen, fraktalen Aggregate/Bruchstu¨cke
der Anfangskonfiguration (vgl. Kap. 4.5). Der Vergleich zu Kaliumchlorid zeigt, dass
Cluster in koha¨siver granularer Materie verschiedenen Ursprungs sein ko¨nnen. Typische
Anzeichen fu¨r die Agglomeration von Partikeln mit steigendem η (steigende Koordina-
tionszahl bei abnehmender Packungsdichte) sind fu¨r KCl nicht messbar. Obwohl hohe
Rollreibung die Agglomeration von Partikel unterdru¨ckt [19], findet eine Kollektivbe-
wegung der Partikel in Clustern statt (vgl. Abb. 5.8). Hier wird die Clustergro¨ße durch
die mechanische Beanspruchung definiert.
Die Untersuchung des Felds der lokalen Scherrate im quasistatischen Fluss mit bipe-
riodischen Randbedingungen stellt einen weiteren Aspekt dieser Arbeit dar. Um das
Deformationsverhalten im quasistatischen Zustand unverfa¨lscht abzubilden, wurde auf
eine direkte Beeinflussung der Partikeltrajektorien verzichtet (vgl. Kap. 4.1.3). Den-
noch ist das Deformationsfeld fu¨r koha¨sive sowie koha¨sionslose Pulver und ein Seiten-
verha¨ltnis Ly/Lx < 2.5 im zeitlichen Mittel homogen. Fluktuationen des Geschwindig-
keitsfeld offenbaren hingegen eine langreichweitige Korrelationen und tempora¨re scher-
banda¨hnliche Bereiche (vgl. Abb. 4.11(b) und 4.19). Es la¨sst sich keine charakteristi-
sche Funktion an das 1D-Feld der lokalen Scherrate anpassen (vgl. Kap. 4.3.1 sowie
4.6.2), obwohl die einfache Modellierung durch ein Mohr-Coulomb-Modell schon eine
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a¨hnliche Korrelationsfunktion ergibt (Kap. 4.3.1). Die endliche Breite von Bereichen
mit großer lokaler Scherrate sowie eine Differenzierung von plastischer und elastischer
Deformation sind Punkte, in denen das Modell verbessert werden sollte. Die Breite
scherbanda¨hnlicher Bereiche im Feld der lokalen Scherrate koha¨siver Schu¨ttgu¨ter wurde
quantifiziert und zeigt qualitativ U¨bereinstimmungen mit der Literatur (vgl. Kap. 4.5).
Schwerpunkt dieser Arbeit bildet die Untersuchung des Fließverhaltens zeitverfestigen-
der granularer Materie. Die Modellierung von Kaliumchlorid zeigt, dass eine strikte
Unterteilung koha¨siver Schu¨ttgu¨ter in adha¨sions- und zementierungsbestimmtes Ver-
halten nicht sinnvoll ist (vgl. Kap. 5). Kaliumchlorid besitzt sowohl im unverbackenen
als auch im Fall großer Lagerungszeit vor mechanischer Beanspruchung eine merkli-
che makroskopische Koha¨sion. Die Verfestigungszeit ist dabei groß im Vergleich zur
simulierten Zeit, sodass allein die Pra¨paration der Probe u¨ber adha¨sions- und zemen-
tierungsbestimmtes Verhalten entscheidet. Auch die beobachteten Scherheterogenita¨t-
en bei Kaliumchlorid besta¨tigen nicht die Arbeitshypothese. Im adha¨sionsbestimmten
Grenzfall existieren stationa¨re Scherba¨nder wa¨hrend der stationa¨re Fließzustand der un-
tersuchten zementierten Proben nicht mehr durch Restzementierung beeinflusst wird
(vgl. Kap. 5.3.5 und 5.5). Ersteres ist der moderaten Adha¨sionskraft zuzuschreiben.
Es ist bemerkenswert, dass durch Mitnehmer an den Wa¨nden stationa¨re in Wandna¨he
unterdru¨cken (vgl. Abb. 5.8(b)). Es bleibt zu pru¨fen, ob stationa¨re Scherba¨nder auch
fu¨r η > 10 existieren. Dazu sollten gro¨ßere Systeme und Scherdeformationen sowie
andere Wandrauigkeiten benutzt werden. Gleiches gilt fu¨r weitere Untersuchungen
zementierter Proben. Selbst wenn durch gezielte Pra¨paration stationa¨re Bruchzonen
bei planarer Scherung erzeugt werden ko¨nnen, ist dies in Anbetracht der vielza¨hligen
Pra¨parationsmo¨glichkeiten ein eher theoretisches Szenario. Fu¨r konkrete Anwendun-
gen zur Vorhersage von Bruchzonen in zementierten Schu¨ttgu¨tern oder Bo¨den sollte
stets die Vorbelastung beru¨cksichtigt werden. Bemerkenswert bei Kaliumchlorid ist
die unterschiedliche Lastabha¨ngigkeit der Adha¨sionskraft in diesen beiden Grenzfa¨llen.
Es zeigte sich, dass der experimentell gemessene makroskopische Reibungskoeffizient
des stationa¨ren Fließens im adha¨sionsbestimmten Grenzfall mit einer lastunabha¨ngigen
Adha¨sionskraft reproduziert werden kann (vgl. Kap. 5.3.3). Der genaue mikroskopische
Ursprung dieser Adha¨sionskraft konnte nicht gekla¨rt werden. Neben der mittleren plas-
tischen Kontaktdeformation a¨ndert sich bei steigender Normallast auch die Struktur.
Ob diese Struktura¨nderung eklatante Defizite des Modells offenbart (wie z.B. in [283])
sollte in einem direkten Vergleich der Strukturen in Experiment und Simulation gekla¨rt
werden. Ferner muss das vorgeschlagene Modell der kritischen Zustandslinie koha¨siver
Schu¨ttgu¨ter (vgl. Gl. (5.8)) durch weitere Untersuchungen verifiziert werden. Auf Basis
dessen ko¨nnen Modelle wie z.B. das cam-clay Modell [245] fu¨r koha¨sive Medien erwei-
tert werden. Gerade der Vergleich zur kritischen Zustandslinie fu¨r Ludings Kontakt-
modell [276] zeigt, dass das Verhalten im Bereich kleiner Normalspannungen stark von
der expliziten Form des Adha¨sionskraftmodells abha¨ngt. Eine materialu¨bergreifende
Modellierung ist fraglich.
Des Weiteren wurde mit einem 2D-Modell systematisch der Einfluss der Verfestigungs-
zeit tc auf das Fließverhalten untersucht (Kap. 4.6). Fu¨r das hier gewa¨hlte Pra¨para-
tionsprotokoll tritt im zementierungsbestimmten Grenzfall keine Dilatanz durch restze-
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mentierte Bruchstu¨cke auf. In Abha¨ngigkeit der Systemho¨he konnte sowohl homogenes
Aufbrechen als auch die Ausweitung initialer Risse beobachtet werden. Der stationa¨re
Zustand entspricht stets einer unverbackenen Probe, wobei die Aufbruchzeit in der
Gro¨ßenordnung 100/γ˙ liegen kann. Insofern wa¨re es fahrla¨ssig den Zustand nach ei-
ner Scherdeformation von γ˙ t ≈ 2 inkl. der Scherbandbreite als stationa¨r zu definieren
wie in [128]. Um den Einfluss der Anfangskonfiguration zu u¨berpru¨fen, wa¨re ein direk-
ter Vergleich mit einer dicht gepackten Anfangskonfiguration (z.B. kritischer Zustand
von η = 0) sinnvoll. Die qualitative Analyse von Kaliumchlorid (vgl. Kap. 5.5) zeigt,
dass auch u¨berverfestigte Proben vollsta¨ndig aufbrechen. Weder im adha¨sions- (vgl.
Kap. 4.5) noch im zementierungsbestimmten Grenzfall (vgl. Kap. 4.6) treten stationa¨re
Scherba¨nder auf, was wahrscheinlich den Lees-Edwards-Randbedingungen zuzuschrei-
ben ist. Dies sollte durch einen direkten Vergleich mit wandgetriebenen Simulationen
weiter untersucht werden. Bekannterweise ha¨ngt die Scherbandbreite von der Wandrau-
igkeit ab. Wa¨hrend bei glatten Wa¨nden eine Scherzone direkt an der Wand beobachtet
werden kann [45, 46], ko¨nnen raue Wa¨nde sowohl ein homogenes Scherprofil [62] als auch
eine Scherlokalisierung im Haufwerk [128] (sowie Abb. 5.8(b)) verursachen. Ein direkter
Vergleich erfordert somit eine systematische Analyse des Einflusses der Wandrauigkeit
auf Scherlokalisierung. Wie das Beispiel Kaliumchlorid zeigt, kann diese Wandrauigkeit
dem Schu¨ttgut auch eine charakteristische La¨nge aufpra¨gen (vgl. Kap. 5.3.5 und 5.5).
Fordert man als Kriterium fu¨r quasistatische Deformation, dass γ˙−1 alle Zeitskalen des
Schu¨ttguts u¨bersteigen muss, ist im zementierungsbestimmten Grenzfall keine quasista-
tische Scherung mo¨glich. Die Scherrate bestimmt die Kontaktzeit der Partikel wa¨hrend
der Scherung und somit kann nur im Fall γ˙ tc  1 scherratenunabha¨ngiges Verhal-
ten beobachtet werden. Das 2D-Modell offenbarte im Regime γ˙ tc ≈ 1 interessantes
Fließverhalten. Hier fo¨rdert ein inhomogenes Kontaktzeitprofil die Entstehung stati-
ona¨rer Scherba¨nder. Dies erlaubt die Schlussfolgerung, dass fu¨r γ˙ tc ≈ 1 kein homoge-
nes Fließen mo¨glich ist. Die lokale Scherrate in Abha¨ngigkeit der Ho¨he kann mit einer
Gauß-Funktion modelliert werden, deren Breite mit steigender Verfestigungszeit wa¨chst
und deren Mittelpunkt eine subdiffusive Bewegung ausfu¨hrt. Scheraktive Bereich besit-
zen aufgrund der geringeren effektiven Koha¨sion eine gro¨ßer Dichte, d.h. Kontraktanz
statt Dilatanz. Es bleibt zu pru¨fen, ob dieser Dichtegradient auch die Bewegung des
Scherbandmittelpunkts verursacht (Anfangskonfigurationen unterschiedlicher Dichte).
Die Existenz stabiler Scherba¨nder im Falle γ˙ tc ≈ 1 sowie das Ausbleiben von Scher-
lokalisierung in den Grenzfa¨llen tc → 0 und tc → ∞ konnte mit Hilfe des Prinzips
minimaler Energiedissipation im Rahmen einer lokalen Rheologie begru¨ndet werden.
Dieses Modell sagt sowohl die Abha¨ngigkeit der Scherbandbreite von tc, als auch von
der Systemho¨he qualitativ richtig vorher. Die Scherbandbreite wird in der Theorie un-
terscha¨tzt. Ob die diskutierten Ansa¨tze zur Beru¨cksichtigung der Fluktuationen diese
Diskrepanz beheben, bleibt zu pru¨fen.
Gerade das Fließverhalten im Regime γ˙ tc ≈ 1 und somit die Ergebnisse von Kap. 4.6
sollten nicht als rein theoretisches Szenario missachtet werden. Neben der Tatsache,
dass es keinen homogenen Fluss in diesem Regime gibt, ist auch der Einfluss auf
das mechanische Verhalten bemerkenswert. Bei vorgegebener Verfestigungszeit tc kann
durch Variation der Scherrate das Regime γ˙ tc ≈ 1 erreicht werden. Im Falle von
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Kaliumchlorid entspra¨che das einer experimentell durchaus realisierbaren Scherrate
von γ˙ ≈ 1/(15 min), d.h. bei einer Scherzellenho¨he von 4 cm einer Schergeschwin-
digkeit von ≈ 2.6 mm/min. Obwohl man sich im quasistatischen Regime befindet und
Tra¨gheitseffekte vernachla¨ssigt werden ko¨nnen, ha¨ngt der makroskopische Reibungsko-
effizient des kritischen Zustands von der Scherrate ab (vgl. Abb. 4.24). Im Gegensatz
zum konstitutiven Gesetz (Gl. (2.7)) wird es mit zunehmender Scherrate (bei konstan-
tem tc) leichter, das Material zu deformieren.
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A.1. Lineare Na¨herung
Eine strenge Definition quasistatischer Scherung wa¨re die Forderung, dass die Deforma-
tionsrate klein im Vergleich zu allen systeminternen Zeitskalen sein muss. Das System
sollte genug Zeit zur Relaxation haben. Neben den bereits im Kap. 4.2 diskutierten
Gro¨ßen soll der folgende Abschnitt die Zeitskalen der kollektiven Bewegung (der Parti-
kel) abscha¨tzen. Auf Basis eines zweidimensionalen Feder-Da¨mpfer Kontaktnetzwerks
werden durch lineare Na¨herung der Bewegungsgleichungen Schwingungsmoden des Par-
tikelkollektivs untersucht. Diese lineare Na¨herung ist ein ma¨chtiges Werkzeug bei der
Untersuchung komplexer Systeme [284] und gibt Aufschluss u¨ber das Kollektivverhalten
der Partikel. Hier soll die Analyse fu¨r das vereinfachte Kontaktmodell aus Kap. 4.1.1
durchgefu¨hrt werden und die Schwingungsspektren a¨hnlicher Packungen untersucht
werden. In Hinblick auf die strengere Defintion quasistatischer Verformung ist jedoch
nur die Quantifizierung der gro¨ßten Zeiten relevant.
Die Analyse von Schwingungsmoden kristalliner Festko¨rper ist Bestandteil der Grund-
vorlesung zur Festko¨rperphysik [285] und wird durch Periodizita¨t und Symmetrie der
Kristallstruktur in einfachen Fa¨llen analytisch greifbar. Betrachtet man das starre Hauf-
werk als amorphen Festko¨rper, stellt sich die Frage, ob auch hier eine Analyse der
Schwingungsmoden mo¨glich ist. Neben fru¨heren Arbeiten zu Schwingungsmoden in
ungeordneten Systemen (siehe z.B. [286, 287]), wurde die Frage erneut im Rahmen der
Arbeiten zum Jamming-U¨bergang [288–290, 51] aufgeworfen. Hierbei wurde die Ant-
wort von Systemen oberhalb des Jamming-U¨bergangs auf kleine Sto¨rungen in linearer
Na¨herung behandelt. Spa¨tere Arbeiten erweiterten die Untersuchung auf Partikelsys-
teme mit Reibung [291–293, 213, 294, 284] und sogar geda¨mpfte Systeme1 [135, 296].
Auf Grundlage dieser Arbeiten werden im Folgenden die Bewegungsgleichungen linea-
risiert und fu¨r unterschiedliche Systeme gelo¨st. Die resultierenden Schwingungsmoden
offenbaren Frequenzen (ω) und Relaxationszeiten (τrel) des Systems. Auch wenn die
dargestellten Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen einen endlichen Wert in dem be-
trachteten Limes ω → 0 suggerieren, existiert durch die endliche Systemgro¨ße immer
eine kleinste Frequenz/Rate. Quasistatische Simulationen profitieren in dieser Hinsicht
von einer endlichen Systemgro¨ße, da die Schwingungsfrequenzen und Relaxationsra-
ten nach unten beschra¨nkt sind. In einer anderen Lesart wa¨re die nachfolgende Studie
dementsprechend eine Finite-Size-Analyse, der Erkenntnisgewinn ist jedoch deutlich
gro¨ßer.
Unterteilt ist dieser Exkurs wie folgt: Abschnitt A.1.1 erkla¨rt die Linearisierung der
Bewegungsgleichung inklusive der Annahmen, die fu¨r die Berechnung notwendig sind.
Die Pra¨paration der untersuchten Systeme wird in Abschnitt A.1.2 erla¨utert. Die Ab-
schnitte A.1.3-A.1.5 beschreiben die Ergebnisse der Studie, welche in Abschnitt A.1.6
zusammengefasst und diskutiert werden.
1Allerdings behandeln diese Arbeiten den u¨berda¨mpften Grenzfall und sind daher prima¨r fu¨r Systeme
mit verschwindender Partikelmasse wie z.B. Schaum [295] relevant.
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A.1.1. Methodik
Ausgangspunkt der Untersuchung bildet das um Koha¨sion erweiterte lineare Feder-
Da¨mpfer Modell (siehe Kap. 4.1.1) mit Beru¨cksichtigung von Tangentialkra¨ften und
Drehmomenten. Folgende Annahmen liegen diesem Abschnitt zu Grunde:
• Das Kontaktnetzwerk ist statisch.
• Die Kontakte unterliegen ausschließlich statischer Reibung.
Diese Annahmen eines festen Kontaktnetzwerk mit einer unendlich hohen Coulomb-
Barriere erscheinen recht krude und wirken fu¨r ein Haufwerk nicht koha¨siver Partikel
sehr unrealistisch. Dennoch sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass Koha¨sion nicht
nur das Kontaktnetzwerk durch Zugkra¨fte stabilisiert (vgl. Kap. 4.5), sondern auch die
Coulomb-Barriere hebt. Analysiert wird im folgenden nur das mechanische Netzwerk,
d.h. Partikel die keine Kra¨fte tragen (Rattler) werden fu¨r die Berechnung vernachla¨ssigt.
Die Normalkomponente der Kraft zwischen zwei Partikeln i und j im benutzten Kon-
taktmodell ist gegeben durch
F n =
(
knξ − γnξ˙
)
n ij , (A.1)
wobei der U¨berlapp ξ = (di + dj )/2 − |r i − r j | durch die Positionen r i der Parti-
kel bestimmt ist und n ij den normierten Verbindungsvektor r ij = r i − r j beschreibt.
Wir betrachten nun eine infinitesimale Verschiebung der Teilchen δr i aus einem Re-
ferenz/Ruhezustand r
(0)
i und entwickeln die Normalkraft aus Gleichung (A.1) bis zur
linearen Ordnung in δr i :
F n ≈ F (0)n +
|F (0)n |
r 0ij
δr
(⊥)
ij − knδr (‖)ij − γnδr˙ (‖)ij , (A.2)
hierbei ist δr ij = δr i − δr j mit Komponenten parallel (‖) und senkrecht (⊥) zu n(0)ij ,
dem Normalenvektor des Kontakts im Referenzzustand.
Obwohl die Realisierung von Tangentialkra¨ften in DEM-Simulationen nach Luding
[100] auf Federn zuru¨ckgreift, muss die gleiche Entwicklung hier nicht durchgefu¨hrt
werden. Bei Verschiebung der Kontaktpartner wird die Tangentialfeder stets in die
neue Tangentialebene rotiert2. Anders als der in Literatur gefundene Ansatz unter
Zuhilfenahme der Rayleigh’schen Dissipationsfunktion [297, 296] folgt man hier ei-
nem eher pha¨nomenologischen Ansatz [298]. Unabha¨ngig von der Kontaktvorbelas-
tung sorgt statische Reibung fu¨r einen Tangentialkraftzuwachs entgegengesetzt der
Verru¨ckungsrichtung. Hierbei ist allein der Anteil senkrecht zur Kontaktnormalen ent-
scheidend. Ordnet man der Tangentialbewegung eine Steifigkeit kt und Viskosita¨t γt
zu, kann dieser Kraftzuwachs durch
2Auch die fu¨r die Rotation benutzten Federn werden in die entsprechende Richtung rotiert. In der
benutzten LAMMPS Implementation wird die Projektion benutzt.
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δF t ≈ −
(
kt + γt
∂
∂t
)(
δr
(⊥)
ij + (diδϕi + dj δϕj ) /2R
(
3pi
2
)
n
(0)
ij
)
, (A.3)
ausgedru¨ckt werden. Hierbei ist neben der Verschiebung auch die Rotation des Partikel
i um den Winkel δϕi beru¨cksichtigt. In der verwendeten Notation beschreiben positive
δϕi Rotationen gegen den Uhrzeigersinn, R(β) entspricht der 2D Rotationsmatrix um
den Winkel β.
Die durch die Tangentialkraft verursachten Drehmomente auf die Partikel
δM
(gleit)
ij = −di/2
(
n
(0)
ij × δF t
)
=
dj
di
δM
(gleit)
ji (A.4)
sind parallel, aber nicht zwangsweise gleichgroß [100], und zeigen senkrecht zur (2D)-
Simulationsebene. Rollreibung wirkt in den Simulationen ausschließlich als Drehmo-
ment auf die Partikel. Sie unterbindet die entgegengesetzte Rotation der Kontaktpart-
ner. Auch diesem Freiheitsgrad wird eine Steifigkeit (kr) und Viskosita¨t (γr) zugeordnet.
Es gilt
δM
(roll)
ij = −
(
kr + γr
∂
∂t
)
(diδϕi − dj δϕj ) /2R
(
3pi
2
)
n
(0)
ij , (A.5)
wobei δM
(roll)
ij = −δM (roll)ji ist [100].
Mit den Gleichungen (A.2), (A.3), (A.4) und (A.5) sind alle Kontaktkraftzuwa¨chse in
Abha¨ngigkeit der Verschiebung u i = (δr i , δϕi)
T definiert. Fasst man alle Verschiebun-
gen in einem Vektor U = {u i} zusammen, folgt die zeitliche Entwicklung um den
Referenzzustand in linearer Na¨herung folgendem Gleichungssystem
M U¨ ≈ K U + G U˙ , (A.6)
wobei die Koeffizienten der Verschiebungen in der Matrix K und die der Geschwindig-
keiten in der Matrix G zusammengefasst sind. Die Matrix M ist diagonal und bein-
haltet Massen und Tra¨gheitsmomente der Partikel. Dieses System kann durch folgende
Transformation [299] gelo¨st werden: Man definiere einen neuen Vektor V ≡ U˙ und
verdoppele die Dimension des Problems:(
U˙
V˙
)
=
 0 1
−M−1 K −M−1 G
( U
V
)
. (A.7)
Der Ansatz (U ,V )T = (U 0,V 0)
Teλt fu¨hrt die Lo¨sung von Gleichung (A.7) zuru¨ck auf
das Eigenwertproblem 0 1
−M−1 K −M−1 G
− λ1
( U 0
V 0
)
eλt = 0 . (A.8)
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Dieses Eigenwertproblem wurde in dem folgendem Kapitel numerisch gelo¨st, wobei die
Dimension des Lo¨sungsraums dem zweifachen des urspru¨nglichen Lo¨sungsraums von
Gleichung (A.6) entspricht. Der Realteil des Eigenwerts λ entspricht einer Relaxati-
onsrate (τ−1rel ), sein Imagina¨rteil einer Schwingungsfrequenz (ω). Zu jeder Lo¨sung λ ist
auch das komplex konjugierte λ eine Lo¨sung. Im Folgenden werden nur die Lo¨sungen
mit positivem Imagina¨rteil betrachtet. Die mechanische Stabilita¨t des Systems ver-
langt <(λ) < 0. Analysiert werden Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen (kurz WDV)
der Schwingungsfrequenzen und Relaxationsraten. Die dargestellten WDV entsprechen
Kerndichtescha¨tzungen auf Grundlage jeweils einer exemplarischen Konfiguration. Hier-
bei wurde ein Gausscher Kern verwendet, die Grenzen jedoch
”
hart“ an den minimal,
bzw. maximalem Wert abgeschnitten. Die Quantifizierung der minimalen Frequen-
zen erfolgte aus Mittlung u¨ber mindestens vier verschiedene Konfigurationen. Um das
relevante Ende der Verteilung zu visualisieren, geben die vorhandenen Fehlerbalken
das Intervall zwischen dem absoluten Ensembleminimum und dem gemittelten 0.01-
Quantil an. Skaliert wurde die Frequenz-/Ratenachse der Wahrscheinlichkeitsdichten
mit
√
kn/meff , der Oszillationsfrequenz des zwei Partikel Stoßes.
A.1.2. Pra¨paration des Systems
Zur exemplarischen Untersuchung der Schwingungsmoden der in dieser Arbeit betrach-
teten 2D Systeme wird in diesem Abschnitt ein monodisperses System mit periodi-
schen Randbedingungen betrachtet. Hierzu wird das Kontaktmodell aus Kap. 4.1.1
verwendet. Wie in Kap. 4.2 sind auch hier die natu¨rlichen Einheiten gegeben durch
den außen angelegten Druck (P), den Durchmesser (d) und die Dichte (ρ) der Partikel.
Damit ist die Zeiteinheit gegeben durch
√
ρ d/P . Die Steifigkeit der Partikel wurde
auf kn = 100000 P festgesetzt, ein Kompromiss aus schnellen Simulationszeiten und
nicht zu “weichen” Partikeln/ zu großen U¨berlappen. Die Tangentialsteifigkeit betra¨gt
kt =
kn
2
= kr. Zur Pra¨paration wird ein Reibungskoeffizient von µ = 0.5 und µr = 0.1
festgelegt. Um Tangentialschwingungen zu vermeiden, werden sa¨mtliche Tangentialfe-
dern mit einer Da¨mpfung ∝ 2√kt meff versehen. Neben dem essentiellen Parameter N
soll auch der Einfluss des Da¨mpfungskoeffizienten γn und der Koha¨sionskraft η ∝ Fc
untersucht werden.
Das Pra¨parationsprotokoll umfasst folgende Schritte:
1. Import der Anfangskonfigurationen, die mittels des Protokolls in Kap. 3 erzeugt
worden sind.
2. Kompaktierung auf den Solldruck P in beiden Raumrichtungen x und y mittels
der Drucksteuerung aus Kap. 4.1.2 und ε˙0 = 10
−4.
3. Relaxierungsphase bis die kinetische Energie des kompaktierten Systems ver-
schwindend klein ist.
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A.1.3. Variation des Da¨mpfungskoeffizienten(γn)
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Abbildung A.1.: WDV der Schwingungsfrequenzen (links) und Relaxationsraten (rechts) fu¨r
Partikelsysteme (N = 1000, η = 1) unter Variation des Da¨mpfungskoeffizienten (αn). Die
Insets zeigen das Ensemblemittel der minimal vorkommenden Frequenz, bzw. Relaxationsrate.
Die Da¨mpfung der Normalkomponente der Kollisionsbewegung zweier Partikel γn ist
seit Untersuchung des detachment effect [173] ein Punkt des Anstoßes bei DEM Simu-
lationen. In einem getriebenen Haufwerk elastischer Partikel steigt die Energiedissipa-
tionsrate entgegen der Intuition nicht mit γn. Grund hierfu¨r sind lange Kontaktzeiten,
die eine schnelle Sequenz von Sto¨ßen im Partikelkollektiv verhindern. Das hier betrach-
tete Kontaktnetzwerk ist per Definition starr und Energiedissipation durch multiple
Kollisionen unterbunden. Um den Einfluss der
”
Normalda¨mpfung“ abzuscha¨tzen, wird
γn = αn
√
knmeff gesetzt und der dimensionslose Da¨mpfungskoeffizient αn zwischen Null
und Zwei variiert, also das Intervall zwischen keiner und kritischer Da¨mpfung des Zwei-
partikelstoßes untersucht.
Die WDVen der Schwingungsfrequenzen und Relaxationsraten sind in Abb. A.1 dar-
gestellt. Die fu¨r kleine Da¨mpfungen fast bimodale WDV der Schwingungsfrequen-
zen (linker Graph) konzentriert sich mit zunehmender Da¨mpfung auf nur ein Ma-
ximum. Der Median nimmt linear mit αn ab (nicht abgebildet). Der rechte Graph
zeigt zur u¨bersichtlichen Darstellung nur den Anteil der Relaxationsraten-WDV kleiner
2.7
√
kn/meff . Die relative Abweichung vom Median zum Modalwert liegt jedoch immer
unter 50 %, i.d.R. 10 %. Hier ist fu¨r alle αn nur ein deutliches Maximum vorhanden.
Der Modalwert der Relaxationsraten nimmt mit steigender Da¨mpfung leicht zu. Obwohl
der gro¨ßte Anteil 3 der Frequenzen und Relaxationsraten die gleiche Gro¨ßenordnung der
mikroskopischen Zeitskala aufweist, verhindert das komplexe Kontaktnetzwerk eine ein-
fache Modellierung, respektive Reskalierung der WDV. Bemerkenswert ist die Existenz
von Schwingungsmoden mit Frequenzen ω >
√
kn/meff fu¨r kleine αn, welche jedoch in
einem System aus gekoppelten harmonischen Oszillatoren zu erwarten sind [285, 300].
Der Grenzfall kleiner Frequenzen, d.h. das untere Ende der Zustandsdichte, ist weit-
gehend unabha¨ngig von der Da¨mpfungsfrequenz, wie der Inset des WDV-Graphen in
390 % aller Frequenzen liegen zwischen 0.1
√
kn/meff und 1.3
√
kn/meff
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Abb. A.1 veranschaulicht. Im Gegensatz dazu nehmen die minimalen Relaxationsraten
linear mit αn zu (Inset linker Graph).
Abbildung A.2.: Exemplarische Darstellung zweier Schwingungsmoden: ω/
√
kn/meff ≈
0.18, τ−1rel /
√
kn/meff ≈ 0.03 links und ω/
√
kn/meff ≈ 0.97, τ−1rel /
√
kn/meff ≈ 0.27 rechts.
Die fetten Pfeile geben die Richtung der Translationauslenkung an, die kleinen Pfeile die Ro-
tationsrichtung. Der Hintergrund entspricht dem Translationsfeld ( coarse graining - La¨nge
= d/2), die Farben geben dementsprechend die Richtung an.
Den Unterschied der Grenzfa¨lle großer und kleiner Da¨mpfung verdeutlicht eine genauere
Betrachtung der Schwingungsmoden, respektive Eigenvektoren U 0 der Gleichung (A.8).
Zwei Beispiele fu¨r Systeme schwacher Da¨mpfung (αn = 0.25) sind in Abb. A.2 darge-
stellt. Die Pfeile geben hierbei jedoch nur die Richtung von δr i an, d.h. δrˆ i = δr i/|δr i |.
Die Rotationsrichtung Sign(δϕi) wird durch kleine geschwungene Pfeile dargestellt.
Unterlegt wurde die Konfiguration mit dem entsprechenden Feld der Translationsbe-
wegungsrichtung, d.h. mit einer coarse graining La¨nge von d/2 wurde die Menge der
Vektoren δrˆ i zu einem kontinuierlichen Feld δrˆ(r) erweitert. A¨hnlich einer eindimensio-
nalen Kette aus ungeda¨mpften harm. Oszillatoren existieren Moden kleiner Frequenzen,
bei welchen große Bereiche kollektiv schwingen, wa¨hrend Moden großer Frequenz kein
solch kollektives Verhalten aufweisen. Unter Annahme von Isotropie kann dieser Effekt
mit Hilfe der Korrelationsfunktion
Cδrˆδrˆ(∆r) =
E [δrˆ(r)δrˆ(r + ∆r)]√
E
[
δrˆ 2(r)
]
E
[
δrˆ 2(r + ∆r)
] (A.9)
quantifiziert werden, wobei ∆r = |∆r | und E[. . . ] = 1/Ω ∫
Ω
. . . dV dem Erwartungs-
wert einer Funktion im Volumen Ω entspricht.
Die Korrelationsfunktionen der beiden Schwingungsmoden aus Abb. A.2 sind im linken
Graphen von Abb. A.3 dargestellt. Mit Definition der Korrelationsla¨nge als kleinsten
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Abbildung A.3.: Links: Auf Grundlage der Translationsfelder berechnete Korrelationsfunkti-
on fu¨r zwei verschiedene Schwingungsmoden (siehe Abb. A.2). Rechts: Auftragung der Schwin-
gungsfrequenz u¨ber der inversen Korrelationsla¨nge.
Abstand ∆r , bei welchem Cδrˆδrˆ = 0 kann nun jeder Schwingungsmode eine La¨nge
zugeordnet werden. Setzt man diese La¨nge in grober Na¨herung proportional zur Wel-
lenla¨nge, kann eine Quasi-Dispersionsrelation gemessen werden, dargestellt im rechten
Graphen der Abb. A.3 fu¨r drei αn. Auffa¨llig ist eine Art Quantelung (Stufen) bei klei-
nen Frequenzen und großen Korrelationsla¨ngen. Dieser Effekt ist der endlichen Sys-
temgro¨ße zuzuschreiben und tritt auf, wenn die
”
Wellenla¨nge“ die Gro¨ßenordnung der
Systemla¨nge erreicht. Des Weiteren bedingt die Definition der Korrelationsla¨nge unter
Annahme von Isotropie eine Entartung, die im Graphen anhand der Punktwolke zu
erahnen ist. Mit steigender Da¨mpfung zieht sich der Bereich mo¨glicher Zusta¨nde zu-
sammen auf eine Kurve mit negativer Kru¨mmung (αn = 1.9). Die Frequenz von ”
kurz-
welligen“ Moden wird erniedrigt, Korrelationsla¨ngen kleiner 1.25 d unterdru¨ckt. Diesen
Zusammenhang unterstu¨tzt der linke Graph in Abb. A.4, der die Frequenz-Raten Paa-
re der Schwingungsmoden darstellt. Hohe Relaxationsraten erniedrigen die Frequenz
der Schwingungsmode analog zum geda¨mpften harmonischen Oszillator. Der Bereich
an Zusta¨nden wird durch steigendes αn quasi auf eine gekru¨mmte Kurve gefaltet. Es
sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass selbst im Fall αn = 0 Da¨mpfung u¨ber die
Tangentialkra¨fte aktiv ist. Der rechte Graph komplettiert die Abb. A.3 und A.4, indem
hier der Zusammenhang zwischen Korrelationsla¨nge und Relaxationsrate aufgetragen
ist.
”
Langwellige“ Moden haben erwartungsgema¨ß die kleinste Relaxationsrate .
A.1.4. Variation der Koha¨sionszahl (η)
Wa¨hrend bei quasistatischer Prozessfu¨hrung die Da¨mpfung γn keinen Einfluss auf die
resultierende Packung bzgl. Dichte und Koordinationszahl haben sollte, ha¨ngen diese
Gro¨ßen von der Adha¨sionskraft ab. Volumenanteil und mechanische Koordinationszahl
sind fu¨r die betrachteten Systeme (N = 1000, αn = 1.0) in Abb. A.5 aufgetragen. Als
Referenzwert markiert die gestrichelte Linie den koha¨sionslosen Fall. Wa¨hrend der Volu-
menanteil ab η > 1 deutlich sinkt, weist die Koordinationszahl bei η = 1 ein Maximum
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Abbildung A.4.: Links: Punktwolken der Schwingungsfrequenzen und Relaxationsraten fu¨r
verschiedene Da¨mpfungskoeffizienten. Rechts: Auftragung der Relaxationsraten u¨ber der in-
versen Korrelationsla¨nge.
auf. Dies steht zuna¨chst im Gegensatz zu der in Kap. 4.5 beobachteten Abha¨ngigkeit der
mechanischen Koordinationszahl von der Koha¨sionszahl (die steigt). Der Unterschied
liegt in der mechanischen Belastung. Hier werden nur kompaktierte Systeme untersucht
in denen die Substruktur der Anfangskonfigurationen (kettena¨hnliche Strukturen) bei
großem η die Struktur beeinflusst. Die Struktur des stationa¨ren Fließens (Kap. 4.5) ist
hingegen unabha¨ngig von der Anfangskonfiguration.
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Abbildung A.5.: Volumenanteil (ν) und mechanische Koordinationszahl (Zmech) der
pra¨parierten Systeme mit unterschiedlichen Koha¨sionszahlen (η). Die gestrichelte Linie ent-
spricht dem koha¨sionslosen Fall.
In Abb. A.6 sind die WDVen der Frequenzen und Relaxationsraten fu¨r verschiedene
Koha¨sionszahlen η dargestellt. Die bimodale Verteilung der Schwingungsfrequenzen fu¨r
den Fall αn = 1 ist auch hier fu¨r alle η wiederzufinden. Ein hervorstechendes Merkmal ist
der zunehmende Anteil der Moden mit kleiner Frequenz bei wachsender Koha¨sionskraft.
Dies ist auch im Inset am 0.01-Quantil (dargestellt als oberes Ende des Fehlerbalken) zu
erkennen. Man ko¨nnte diesen Zuwachs von Schwingungsmoden kleiner Frequenzen fu¨r
η ≥ 100 als Signatur des sinkenden Volumenanteils deuten: Fu¨r dicht gepackte Systeme
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mit rein repulsiver Wechselwirkung bei T=0 wa¨chst der Anteil u¨berschu¨ssiger Schwin-
gungsmoden kleiner Frequenz bei Na¨herung an den Jamming-U¨bergang [51], was durch
ein rein geometrisches Argument begru¨ndet werden kann [288]. Zusa¨tzlich finden Wyart
et al. [290], dass in solchen Systemen die untere Grenze der Zustandsdichte linear mit
der excess coordination number 4 wa¨chst. Obwohl einige experimentelle Arbeiten den
Jamming-U¨bergang feiner Pulver behandeln [125], erfordert die genauere Untersuchung
dieses Zusammenhangs eine Diskussion des Jamming-U¨bergangs reibungsbehafteter,
koha¨siver Systeme und geht weit u¨ber diese Analyse hinaus. Die kleinste hier gemesse-
ne Frequenz sinkt mit der Koha¨sionszahl, auch wenn die Abha¨ngigkeit nur schwach ist
(siehe Inset des rechten Graphen in Abb. A.6).
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Abbildung A.6.: WDV der Schwingungsfrequenzen (links) und Relaxationsrate (rechts) fu¨r
Partikelsysteme (N = 1000, αn = 1.0) unter Variation der Koha¨sionskraft η . Die Insets
zeigen das Ensemblemittel der kleinsten auftretenden Frequenzen, bzw. Relaxationsraten.
Die Relaxationsraten zeigen ein a¨hnliches Verhalten (rechter Graph in Abb. A.6): Mit
steigender Koha¨sionszahl wa¨chst der Anteil kleiner Relaxationsraten. Neben dem stei-
genden Anteil an Raten um den Modalwert (≈ 0.4√kn/meff) fu¨r η > 1 entsteht ein
Nebenmaximum bei τ−1rel ≈ 0.05
√
kn/meff . Auch dieses Verhalten kann als eine Signa-
tur des sinkenden Volumenanteils gedeutet werden: So erweiterte [135] die Argumente
von [288] fu¨r u¨berda¨mpfte Systeme und zeigte, dass die Relaxationsraten-WDV eine
Divergenz nahe des unjamming ausbildet. Des Weiteren wurde gezeigt, dass die Ab-
schneidefrequenz in diesem Fall quadratisch mit der excess coordination number wa¨chst.
Demnach ko¨nnte ein U¨berschuss an kleinen Relaxationsraten als Indiz fu¨r die Na¨he des
Systems zum unjamming gedeutet werden. Auch hier muss natu¨rlich betont werden,
dass ein direkter Vergleich u¨ber den Rahmen dieser Untersuchung hinausgeht5. Der
Inset des rechten Graphen von Abb. A.6 verdeutlicht die starke Korrelation zum Volu-
menanteil, der leichte Anstieg des 0.01-Quantil fu¨r η = 1 (oberes Ende des Fehlerbalken)
la¨sst jedoch auch eine Abha¨ngigkeit der Koordinationszahl erahnen.
4Der Differenz der Koordinationszahl zur isostatischen Koordinationszahl [301, 302, 287]
5So zeigt sich z.B., dass im u¨berda¨mpften Grenzfall die Relaxationsraten der hier untersuchten Sys-
teme im wesentlichen durch die mikroskopischen Zeitskalen kt/γt und kn/γn bestimmt, die Systeme
also sehr dicht gepackt sind.
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A.1.5. Variation der Systemgro¨ße (N )
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Abbildung A.7.: WDV der Schwingungsfrequenzen (links) und Relaxationsraten (rechts)
fu¨r unterschiedliche Systemgro¨ßen/ unterschiedliche Partikelzahl (η = 1, α = 1). Die Insets
zeigen das Ensemblemittel der minimal gemessenen Frequenz, bzw. Relaxationsrate.
Wie aus der Festko¨rperphysik bekannt, sinkt die kleinste Frequenz der Zustandsdich-
te mit der Systemgro¨ße [285]. Auch wenn die hier betrachteten Systeme ungeordnet
sind, ist es plausibel, dass die Schwingungsmoden mit der geringsten Energie ebenen
Wellen entsprechen und ω proportional zum Wellenvektor, bzw. antiproportional zur
Wellenla¨nge ist [290]. Die Anzahl der Partikel und damit die Systemgro¨ße ist in dieser
Hinsicht der wichtigste Parameter dieser Untersuchung. Wie in Abb. A.7 zu erkennen,
variiert die Form der Zustandsdichte mit steigender Systemgro¨ße nur gering. Wa¨hrend
das 0.01-Quantil keine merkliche N -Abha¨ngigkeit aufweist, sinkt die kleinste Frequenz
jedoch erwartungsgema¨ß mit steigender Partikelzahl (siehe Inset des rechten Graphen).
Ein Fit ergibt na¨herungsweise den Zusammenhang ωmin ∝ N−0.56(8) (als Linie darge-
stellt). Mit L ∝ √N besta¨tigt sich die Vermutung der ebenen Welle ω ∝ L−1.
Die Verteilung der Relaxationsraten vera¨ndert sich mit zunehmender Systemgro¨ße wie
folgt: Der Anteil an Raten um den Modalwert ≈ 0.4√kn/meff wa¨chst, begleitet von
einer Ausdefinition des Maximums. Um τ−1rel =
√
kn/meff deutet sich eine weitere η
unabha¨ngige Relaxationsratendichte an. Wa¨hrend auch hier das 0.01-Quantil keine
merkliche Abha¨ngigkeit von N zeigt, sinkt die kleinste Relaxationsrate mit steigender
Partikelzahl. Es gilt na¨herungsweise (τ−1rel )min ∝ N−1 ( 6) und damit (τ−1rel )min ∝ L−2.
Dieses Ergebnis erscheint in Bezug auf die im letzten Paragraphen genannten, ebenen
Wellen plausibel: Die Relaxationsrate langwelliger akustischer Moden in einer 1D Kette
aus geda¨mpften harmonischen Oszillatoren mit periodischen Randbedingungen steigt
ebenfalls quadratisch mit dem Wellenvektor 7.
6Der im Graphen dargestellte Fit ergibt einen Exponenten 0.979(9)
7Eine Diskussion dazu findet sich in [135], in welchem eine quadratische Dispersionsrelation fu¨r
Relaxationsraten in u¨berda¨mpften Systemen abgeleitet wird.
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A.1.6. Diskussion
Ein fu¨r diese Arbeit wichtiges Resultat stellt die untere Schranke fu¨r Schwingungsfre-
quenzen und Relaxationsraten dar. Fu¨r den verwendeten Parameterbereich sollte somit
eine quasistatische Deformation bei Deformationsraten γ˙ < 0.1
√
P/(ρ d) erreicht sein.
Diese untere Schranke ist, wie bereits in der Einleitung erwa¨hnt, der endlichen System-
gro¨ße geschuldet und kann nun mit dem Fit aus Abb. A.7 fu¨r gro¨ßere Systeme berechnet
werden. Die Erwartung, dass die Schwingungsmoden mit der kleinsten Frequenz und
Relaxationsrate planare Wellen sind, wurde besta¨tigt.
Dennoch ist diese Schranke nur bedingt anwendbar. Die Grundlage dieser Analyse bil-
det ein statisches Kontaktnetzwerk. Die dargestellten Zustandsdichten ko¨nnen als eine
Art Fingerabdruck des jeweiligen Kontaktnetzwerkes gedeutet werden und vera¨ndern
sich wenn Kontakte abreißen oder sich neu bilden. Neueste Studien zeigen jedoch,
dass die Ergebnisse der linearen Antworttheorie auch bei vera¨nderlichem Kontaktnetz-
werk gu¨ltig bleiben [303]. Die Voraussetzungen dafu¨r sind große Systeme (N ) und
ein hinreichender Abstand zum Jamming-U¨bergang (großes P). Besonderen Stellen-
wert hat der letzte Punkt, da Divergenzen der Zeitskalen nahe des unjamming ei-
ne quasistatische Deformation unmo¨glich machen [290, 135]. Da in dieser Arbeit der
Einfluss von Scherung auf dicht gepackte Systeme untersucht wird, ist dieser Punkt
ho¨chstens bei der Pra¨paration und der anfa¨nglichen Kompression relevant. Auch wenn
ein Jamming-U¨bergang fu¨r reibungsbehaftete koha¨sive Systeme hier nicht diskutiert
werden soll und der Vergleich fu¨r geringe Packungsdichten rein hypothetisch bleibt (vgl.
Abschnitt A.1.4), konnten gewisse Analogien durch Vera¨nderung der Packungsdichte
festgestellt werden.
Eine weitere Vereinfachung stellt die Vernachla¨ssigung von Gleitreibung dar. Die Theo-
rie setzt unendlich große Reibungskoeffizienten voraus. Die endlichen Reibungskoeffizi-
enten in der Simulation fu¨hren zu mobilisierten Kontakten, d.h. Kontakten an der Cou-
lombgrenze. Fu¨r manche Systeme sind u¨ber 50 % aller Kontakte mobilisiert (za¨hlt man
Roll- und Gleitreibung zusammen), was in dieser Untersuchung nicht beru¨cksichtigt
wird.
Die Variation der Da¨mpfungskoeffizienten αn offenbart eine lineare Abha¨ngigkeit der
kleinsten Relaxationsrate - ein Verhalten, das vom geda¨mpften harmonischen Oszilla-
tor bekannt ist. Auch wenn die Ergebnisse in dieser Hinsicht nicht u¨berraschend sind,
ist dieser Teil der Untersuchung relevant fu¨r DEM Simulationen koha¨siver Materie.
Wie bereits in Abschnitt A.1.3 erwa¨hnt darf man nicht dem Trugschluss unterliegen,
dass ein ho¨herer Da¨mpfungskoeffizient zu einer schnelleren und in diesem Sinn besseren
Energiedissipation fu¨hrt. Die la¨ngere Kontaktdauer kann bei nicht-koha¨siver Materie zu
anomaler Energiedissipation fu¨hren [173]. Eine schnelle Sequenz von Kollisionen durch
eine kleine Kollisionsdauer ist in diesem Sinne einer hohen Da¨mpfung vorzuziehen.
Ob dieselbe Schlussfolgerung auch fu¨r koha¨sive Materie gilt, ist unklar. Im Allgemei-
nen bricht hier der Kontakt nicht bei ξ ≤ 0 (oder wahlweise Fn ≤ 0 [92, 304]) und
selbst Schwingungen um ξ = 0 sind mo¨glich. Die Ergebnisse des Abschnitts A.1.3 zei-
gen eindeutig, dass steigendes αn die Relaxationsraten vergro¨ßert, d.h. eine schnellere
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Energiedissipation ermo¨glicht. Betrachtet man das Kontaktnetzwerk koha¨siver Parti-
kel in erster Na¨herung als starr, wa¨re dementsprechend ein hoher Da¨mpfungskoeffizient
der schnellen Energiedissipation zutra¨glich. Auch wenn diese Untersuchung ein großes
αn nahelegen, kann die Frage optimaler Da¨mpfung hier nicht abschließend beantwortet
werden und ein Mittelweg 1 ≤ α ≤ 2 scheint ratsam. Diese Wahl behebt auch gleich-
zeitig eine weitere Schwierigkeit, welche diese Untersuchung aufgezeigt hat: Fu¨r kleine
Da¨mpfungen αn < 1 existieren Schwingungsmoden mit einer Frequenz gro¨ßer
√
kn/meff .
Die Kollisionsdauer der Partikelkollision ist demnach nicht die kleinste Zeitskala des
Systems.
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A.2. Modell zur plastischen Deformation von
Oberfla¨chen
Die realistische Modellierung feiner Pulver in DEM Simulationen erfordert komple-
xe Kontaktmodelle. Partikelform, Steifigkeit und Reibungskoeffizienten definieren bei
viskoelastischem Kontaktverhalten einen unhandlich großen Parameterraum. Bei einer
Partikelgro¨ße zwischen 10 − 100 µm und verfahrenstechnisch relevanten Druckbelas-
tungen im kPa-Bereich ist auch die Plastizita¨t der Partikel zu beachten, die in vie-
len Kontaktmodellen Eingang findet [100, 99, 96]. U¨blicherweise wird die lokale plas-
tische Deformation der Partikel in DEM-Simulationen nach Auflo¨sung des Kontakts
verworfen, was durch Partikelrotation und Gro¨ße der Kontaktfla¨che im Vergleich zur
Partikeloberfla¨che begru¨ndet wird. Diese Na¨herung vernachla¨ssigt, dass sich die Ober-
fla¨che der Partikel durch ha¨ufige Kontaktneubildung wa¨hrend der Scherung nachhal-
tig vera¨ndert. Oberfla¨chenrauigkeit beeinflusst u.a. die Adha¨sionskraft zwischen Parti-
keln [305, 306] und sollte somit bei Modellierung des Kontaktverhaltens beru¨cksichigt
werden. Die in Kap. 5 modellierten Kaliumchloridpartikel weisen plastisches Kontakt-
verhalten auf [215]. Die Abplattung der Kontaktfla¨che versta¨rkt die effektiv wirkende
van-der-Waals-Kraft zwischen den Partikeln [218], sodass die makroskopische Koha¨sion
des Schu¨ttguts mit zunehmender Druckbelastung steigen sollte [279]. Die Kalibrie-
rung des Kontaktmodells zeigt jedoch, dass der durch die Abplattung verursachte
Beitrag keinen wesentlichen Anteil zur Adha¨sionskraft liefert [215]. Ein mo¨glicher Er-
kla¨rungsansatz ist die Bildung einer lastabha¨ngigen Oberfla¨chenrauigkeit durch zykli-
sche, plastische Verformung der Partikel. In einem einfachen 1+1 dimensionalen Modell
soll diese Frage in folgendem Abschnitt diskutiert werden.
A.2.1. Modell
Grundlage des Modells bilden zwei eindimensionale Oberfla¨chen der Breite L, die sich
gegenu¨berliegen und zyklisch gegeneinander gedru¨ckt werden. Beide Oberfla¨chen sind
auf Basis eines Quadratgitters diskretisiert, dessen Gitterkonstante im Folgenden als
natu¨rliche La¨ngeneinheit benutzt wird. Jeder horizontalen Gitterposition x sind die
Ho¨hen der beiden Oberfla¨chen h1(x ) und h2(x ) zugeordnet (vertikale Position), es
ko¨nnen keine U¨berha¨nge entstehen. Das Modell geho¨rt somit zur Klasse der solid-
on-solid-Modelle [307]. In horizontaler Richtung (x ) werden periodische Randbedin-
gungen verwendet. In vertikaler Richtung sind beide Fla¨chen anfa¨nglich voneinander
getrennt, d.h. ∆h(x ) = h2(x )− h1(x ) > 1 ∀ x . Der Abstand beider Oberfla¨chen wird
nun schrittweise um eine Gitterkonstante reduziert bis die Kontaktla¨nge der Gleichge-
wichtskontaktla¨nge Leq (im Folgenden kurz Gleichgewichtsla¨nge) entspricht, dem zen-
tralen Parameter dieses Modells. Die Kontaktla¨nge wird dabei definiert als Summe
aller Beru¨hrpunkte L1 und U¨berlappe L0, welche eine Ho¨hendifferenz ∆h(x ) = 1,
bzw. ∆h(x ) = 0 aufweisen (siehe dazu auch Abb. A.8). Die wa¨hrend der Defor-
mation entstehenden U¨berlappe L0 werden sukzessiv nach folgendem Schema abge-
baut. In horizontaler Richtung zusammenha¨ngende Kontaktpunkte (Gitterpla¨tze x mit
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∆h(x ) ≤ 1) werden identifiziert und zu Gruppen zusammengefasst, sog. Clustern mit
Masse M (i) = L
(i)
1 + L
(i)
0 . Ausgehend vom Cluster mit der kleinsten Masse und in Rei-
henfolge aufsteigender Masse werden nun die U¨berlappe abgebaut, d.h. ∆h = 0 in
∆h = 1 umgewandelt. Dabei wird beim U¨berlappabbau stets vom Clusterrand begon-
nen, d.h. mit dem U¨berlapp mit kleinster Distanz zum rechten oder linken (Entschei-
dung zufa¨llig) Clusterrand. Die Ho¨hendifferenz der entsprechenden Gitterposition am
Rand des Clusters wird nun verringert, indem h1 vergro¨ßert oder h2 verkleinert wird
(Entscheidung zufa¨llig). Die Gesamtmasse bleibt erhalten. Beim Abbau der U¨berlappe
wird beru¨cksichtigt, dass neue Kontaktpunkte am Clusterrand entstehen ko¨nnen, die
evtl. eine Lu¨cke zu einem anderen Cluster schließen. In diesen Fa¨llen wird die Lis-
te der Cluster aktualisiert und erneut der Cluster mit kleinster Masse bestimmt. Ist
die Kontaktla¨nge nach Abbau aller U¨berlappe kleiner als Leq, wird der Abstand der
Oberfla¨chen weiter um eine Gitterkonstante reduziert und erneut alle U¨berlappe ab-
gebaut. Dieser Prozess wird iteriert bis die Kontaktla¨nge der Gleichgewichtsla¨nge Leq
entspricht. Dann endet ein Deformationszyklus, selbst wenn noch U¨berlappe vorhan-
den sind, die als elastische Deformation interpretiert werden. Anschließend werden die
beiden Oberfla¨chen vertikal getrennt und die obere horizontal gegenu¨ber der unteren
fu¨r die na¨chste Deformation verschoben. Ein Nassi-Shneidermann Diagramm des Algo-
rithmus ist in Abbildung A.9 dargestellt.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x
1
2
3
4
5
6
h(x)
h1
h2
Δh = 1
Abbildung A.8.: Skizze zum Modell mit den Oberfla¨chen h1(x )(blau) und h2(x )(rot) die sich
an der Gitterposition x = 7 beru¨hren, d.h. ∆h(7) = 1.
113
Zeitschleife: Schleife u¨ber Versetzungszyklen
Verschiebe h2 um ∆x ∈ {1, ..,L}
Init.:L1 = L0 = 0
Solange L0 + L1 < Leq
Bestimme Min(h2 − h1)
Verringere h2 um Min(h2 − h1)
Berechne L0 und L1
L0 + L1 < Leq
J N
Bestimme zusammenha¨ngende Kontaktpunkte (Cluster)
Solange L0 + L1 < Leq und L0 > 0
Bestimme kleinsten Cluster i (M(i) > L
(i)
0 )
Baue einen der beiden Rand-na¨chsten U¨berlappe ab (Ziel-
fla¨che zufa¨llig)
Cluster-merge? Massenzunahme?
∅
Berechnung und Ausgabe von Messgro¨ßen
Abbildung A.9.: Darstellung des Algorithmus im Nassi-Shneidermann-Diagramm, dabei
bezeichnet h1 die untere, h2 die obere Fla¨che.
A.2.2. Ergebnisse
Die folgenden Ergebnisse entstammen Simulationen mit einer Systembreite L = 212 =
4096 unter Variation von Leq = 2
n mit n ∈ [4, . . . 11]. Dabei werden 28 verschiede-
ne Anfangskonfigurationen beru¨cksichtigt. Abweichende Systemgro¨ßen zur Finite-Size-
Analyse werden an den entsprechenden Stellen gekennzeichnet. Initialisiert werden bei-
de Oberfla¨chen mit einer random-walk Prozedur, wobei der Ho¨henunterschied zwischen
benachbarten Gitterpla¨tzen |hi(x )−hi(x±1)| = 1 entspricht. Dies gilt auch fu¨r die Git-
terpla¨tze am Systemrand. Es werden ausschließlich Oberfla¨chen betrachtet, bei welchen
der Random-walk nach L Schritten zur Ausgangsho¨he zuru¨ckkehrt (|hi(1)−hi(L)| = 1).
Die so erzeugten Oberfla¨chen sind selbst-affin, was z.B. mit Hilfe der Fouriertransfor-
mierten der Ho¨hen-Ho¨hen Korrelationsfunktion gezeigt werden kann [308]. Diese ge-
horcht einem Potenzgesetz, dessen Exponent durch den sog. Hurst-Exponent bestimmt
wird, eng verknu¨pft mit der fraktalen Dimension [309]. Der hier ermittelte Exponent
fu¨r beide Oberfla¨chen (sowie deren Differenz) hat den Wert −2 (nicht dargestellt) in
guter U¨bereinstimmung mit der Literatur [307].
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Wir u¨berpru¨fen zuna¨chst die zeitliche Entwicklung der Oberfla¨chenrauigkeit, definiert
als Root-Mean-Square-Rauigkeit
RMS =
〈√√√√ 1
L
L∑
x=1
(hi(x )− 〈hi〉)2
〉
hi
, (A.10)
welche u¨ber alle simulierten Oberfla¨chen hi gemittelt wird (Abb. A.10). Ausgehend
von der Rauigkeit der Anfangskonfiguration nimmt RMS mit zunehmenden Deforma-
tionszyklen ab und erreicht einen von der Gleichgewichtsla¨nge abha¨ngigen stationa¨ren
Zustand. Sowohl die Rauigkeit im stationa¨ren Zustand, als auch die Anzahl beno¨tigter
Deformationszyklen bis zum stationa¨ren Zustand sinkt mit zunehmendem Leq. Fu¨r
kleine Gleichgewichtsla¨ngen scheint RMS im Vergleich zur Anfangskonfiguration fast
unvera¨ndert.
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Abbildung A.10.: Links: Zeitliche Entwicklung der Root-Mean-Square-Rauigkeit fu¨r ver-
schiedene Gleichgewichtsla¨ngen Leq. Rechts: Rauigkeit der Oberfla¨chen im stationa¨ren Zu-
stand in Abha¨ngigkeit von Leq.
Abb. A.11 zeigt exemplarisch eine Anfangskonfiguration (init.) sowie die gleiche Ober-
fla¨che im stationa¨ren Zustand fu¨r verschiedene Gleichgewichtsla¨ngen. Der durch die
Rauigkeitsmessung gewonnene Eindruck besta¨tigt sich: Mit zunehmendem Leq wird die
Konfiguration
”
abgeplattet“, d.h. lokale Extrema des oberen Teils der Konfiguration
werden zu abgerundeten Plateaus. Die Gro¨ße/La¨nge dieser Plateaus wa¨chst mit Leq,
u¨bersteigt sogar scheinbar die Gleichgewichtsla¨nge. Sowohl die Anzahl, als auch die
Kru¨mmung dieser Plateaus nimmt mit Leq ab. Zwischen diesen Plateaus scheint die
Konfiguration unvera¨ndert.
Um dieses Verhalten genauer zu quantifizieren, betrachten wir die Anzahl modifizierter
Gitterpla¨tze Lmod, d.h. aller Positionen x , fu¨r welche hi(x , t) 6= hi(x , 0) fu¨r mindestens
ein t ≤ tmax. Dabei wird das arithmetische Mittel aus beiden Oberfla¨chen betrachtet,
sodass Lmod maximal L gleichen kann. Die zeitliche Entwicklung von Lmod fu¨r verschie-
dene Gleichgewichtsla¨ngen ist im linken Graphen von Abb. A.12 dargestellt. Mit stei-
gender Anzahl an Deformationszyklen nimmt Lmod zu und erreicht nach ≈ 107 Defor-
mationszyklen (analog zu RMS) einen stationa¨ren Zustand. Sowohl der Sa¨ttigungswert
als auch die Anzahl der Zyklen bis zum Erreichen des stationa¨ren Zustands gehor-
chen na¨herungsweise einem Potenzgesetz in Abha¨ngigkeit von Leq. Der Sa¨ttigungswert
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init.
Leq / L = 1/256
Leq / L = 1/128
Leq / L = 1/64
Leq / L = 1/32
Leq / L = 1/16
Leq / L = 1/8
Abbildung A.11.: h1 im stationa¨ren Zustand unter Variation von Leq mit L = 2
12.Die Abbil-
dungen wurden der Seitenbreite angepasst und sind dementsprechend in horizontaler Richtung
gestaucht.
steigt dabei in etwa ∝ L1/4eq , die Anzahl der Zyklen bis zum Erreichen des stationa¨ren
Zustands ∝ L−3/2eq (Reskalierung im Inset dargestellt). Je kleiner Leq, umso weniger
Gitterpla¨tze weichen im Limes t →∞ von der Anfangsho¨he ab. Daraus folgt die wich-
tige Beobachtung, dass die Oberfla¨chen im stationa¨ren Zustand nicht unabha¨ngig von
der Anfangskonfiguration sind. Des Weiteren zeigt der Exponent 1/4, dass der Anteil
modifizierter Gitterpla¨tze Leq/L weit u¨bersteigt. Mit bis zu 10
7 Deformationszyklen bis
zum Erreichen des stationa¨ren Zustands offenbart das System jedoch eine u¨berraschend
langsame Dynamik. Es wurde eine Finite-Size-Analyse durchgefu¨hrt, indem bei festem
Leq = 2
6 die Systemgro¨ße L = 2n mit n ∈ [7, . . . 12] variiert wurde. Der Anteil mo-
difizierter Gitterpla¨tze nimmt analog zur Variation von Leq mit L
−1/4 ab. Fu¨r L ≤ 29
(Leq/L ≥ 1/8) weichen Zeitentwicklung und Sa¨ttigungswert vom Skalierungsverhalten
mit Leq ab. In einem Bereich 1  Leq  L kann das Potenzgesetz besta¨tigt werden.
Interessant an dieser Analyse ist jedoch der Einfluss der Systemgro¨ße auf die Zeitdauer
bis zum Erreichen des stationa¨ren Zustands. Diese steigt nicht mit dem Exponenten
3/2, sondern linear mit L an. Mit zunehmender Systemgro¨ße wa¨chst allerdings auch
die Rauigkeit (Root-Mean-Square roughness ∝ √L) des Systems, sodass eine la¨ngere
Zeitspanne bis zum Eintritt des stationa¨ren Zustands nicht u¨berraschend ist.
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Abbildung A.12.: Zeitliche Entwicklung des Anteils modifizierter Gitterpla¨tze unter Varia-
tion der Gleichgewichtsla¨nge Leq und L = 2
12 (links) inkl. Reskalierung (Inset). Reskalier-
ter Anteil modifizierter Gitterpla¨tze als Funktion der Zeit fu¨r konstante Gleichgewichtsla¨nge
Leq = 2
6 und verschiedene Systemgro¨ßen L (rechts).
Um Anzahl und Gro¨ße der in Abb. A.11 identifizierten Plateaus genauer zu untersuchen,
widmen wir uns der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung der Oberfla¨chenpositionen im
stationa¨ren Zustand (Abb. A.13). Wa¨hrend diese fu¨r kleine Leq fast einer Normalver-
teilung und somit der Anfangskonfiguration entspricht, wird die Verteilung fu¨r zuneh-
mendes Leq einseitig gestaucht. Es liegt die Vermutung nahe, dass die Oberfla¨che im
stationa¨ren Zustand einer eingedru¨ckten Random-Walk Oberfla¨che entspricht, d.h. alle
Gitterpla¨tze mit h(x ) gro¨ßer einem bestimmten, Leq-abha¨ngigem Schwellwert (”
Ein-
drucktiefe“) werden umverteilt. Die abgeplattete Fla¨che ko¨nnte somit u¨ber die Ein-
drucktiefe berechnet werden und wa¨re im Idealfall ∝ Leq mit einem Faktor, welcher
der Verschiebung zwischen den Deformationszyklen Rechnung tra¨gt. Die Verteilung
modifizierter Gitterpositionen (Inset in Abb. A.13) zeigt jedoch, dass diese Interpre-
tation dem Ergebnis nicht gerecht wird. Dargestellt ist sowohl die mittlere Ho¨he al-
ler modifizieren Gitterpositionen 〈hmod〉, als auch der Bereich zwischen 0.1 und 0.9
Quantil. Modifizierte Gitterpla¨tze sind zwar großteils auf den Bereich h(x ) > 〈h〉
beschra¨nkt (0.1-Quantil ≈ 〈h〉), hier jedoch symmetrisch um den Mittelwert 〈hmod〉
verteilt (na¨herungsweise gleicher Abstand der Quantile zum Mittelwert) und nicht
nur auf die oberen Gitterpositionen beschra¨nkt. Dies wird wahrscheinlich durch den
Verschiebungsprozess zwischen den Deformationszyklen verursacht, sodass Gipfel ei-
ner Oberfla¨che Ta¨ler der gegenu¨berliegenden Oberfla¨che modifizieren. Die zunehmende
Abplattung spiegelt sich lediglich an der Breite dieser Verteilung, welche mit steigen-
dem Leq sinkt. Die Ho¨henverteilung modifizierter Gitterpla¨tze erschwert eine einfache
Quantifizierung der Plateaus.
Zur weiteren Analyse der Plateaus suchen wir deshalb in den modifizierten Gitter-
pla¨tzen zusammenha¨ngende Bereiche, d.h. Bereiche i bei welchen h(x , t) 6= h(x , 0) fu¨r
mindestens ein t ≤ tmax und alle xmin,i ≤ x ≤ xmax,i. Die Gro¨ße des Plateaus i entspricht
dann der La¨nge Lp = xmax,i− xmin,i, wobei periodische Randbedingungen beru¨cksichtigt
werden, sollte xmax,i < xmin,i. Neben der Plateaugro¨ße kann jedem Plateau i auch eine
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Abbildung A.13.: Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung der Oberfla¨chen im stationa¨ren Zu-
stand fu¨r verschiedene Leq. Der Inset zeigt die mittlere Ho¨he der modifizierten Gitterpla¨tze
und den Bereich zwischen dem 0.1 und 0.9 Quantil.
mittlere Ho¨he durch
hp =
1
Lp
xmax,i∑
x=xmin,i
h(x ) (A.11)
zugeordnet werden. Der linke Graph in Abb. A.14 zeigt das Verha¨ltnis aus Plateaula¨nge
Lp und Gleichgewichtsla¨nge in Abha¨ngigkeit von der Plateauho¨he hp. Zu diesem Zweck
wurde die La¨nge aller Plateaus in einem Bereich h ≤ hp ≤ h+
√
L/10 gemittelt. Plateaus
mit einer La¨nge Lp > Leq sind im gesamten Bereich h > 〈h〉 zu finden, dabei steigt
Lp na¨herungsweise linear mit der Plateauho¨he. Kleinere Plateaus mit La¨nge ≤ Leq
existieren im unteren Bereich der Oberfla¨chen. Beru¨cksichtigt man als Plateaus nur
zusammenha¨ngende Bereiche modifizierter Gitterpla¨tze mit einer La¨nge > Leq, kann die
mittlere Plateaula¨nge und Anzahl der Plateaus ausgewertet werden (siehe Abb. A.14,
rechts). Die so definierte mittlere Plateaula¨nge steigt ∝ Leq (Faktor ≈ 3.8), wa¨hrend
die Anzahl an Plateaus mit L
−3/4
eq abnimmt.
A.2.3. Zusammenfassung und Ausblick
In dem untersuchten Modell zur plastischen Deformation wurden zwei eindimensio-
nale random-walk Oberfla¨chen zyklisch horizontal verschoben und gegeneinander ge-
dru¨ckt. Jeder Deformationsvorgang besteht aus einer plastischen Deformation bis die
Kontaktla¨nge der Gleichgewichtsla¨nge Leq entspricht. Nach einer gewissen Anzahl an
Deformationszyklen, welche mit L
−3/2
eq skaliert, stellt sich ein stationa¨rer Zustand ein,
dessen Rauigkeit mit steigendem Leq sinkt. Die Oberfla¨chen sind nicht unabha¨ngig von
der Anfangskonfiguration und nicht alle Gitterpla¨tze werden modifiziert. Dennoch zeigt
das Gittermodell nicht triviales Verhalten: In einem Bereich 1  Leq  L steigt die
Anzahl modifizierter Gitterpla¨tze mit (Leq/L)
1/4. Eine Analyse zusammenha¨ngender
modifizierter Gitterpla¨tze zeigt, dass Plateaus auf unterschiedlicher Ho¨he entstehen,
deren mittlere Gro¨ße ≈ 3.8Leq entspricht und deren Anzahl ∝ L−3/4eq sinkt. Trotz dieses
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Abbildung A.14.: Links: Gro¨ße zusammenha¨ngender modifizierter Gitterpla¨tze als Funktion
der mittleren Ho¨he dieser Bereiche fu¨r verschiedene Leq (Intervallgro¨ße zur Mittlung ∆h =√
L/10). Rechts: Mittlere Plateaugro¨ße und Anzahl der Plateaus (Inset) als Funktion von
Leq. Dabei wurden als Plateaus alle zusammenha¨ngenden modifizierter Gitterpla¨tze mit La¨nge
> Leq definiert.
Verhaltens konnte keine stationa¨re, mit Leq steigende Oberfla¨chenrauigkeit beobachtet
werden. In den meisten Kontaktmodellen wird die Kru¨mmung der Partikeloberfla¨che
im Vergleich zum Kontaktfla¨chenradius vernachla¨ssigt. Aus diesem Grund scheint es
zuna¨chst plausibel, die zyklische Deformation in diesem 1+1 dimensionalen Modell zur
untersuchen. Dennoch ist nicht auszuschließen, dass gerade die Kru¨mmung der Partikel
beim Verschieben der Oberfla¨chen gegeneinander diese stationa¨re Rauigkeit beeinflusst.
Die Beru¨cksichtigung der Kontaktkru¨mmung wa¨re somit eine mo¨gliche Erweiterung des
Modells fu¨r weitere Untersuchungen.
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